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Résumé

L’étude des environnements circumstellaires nous permet d’en apprendre plus sur la for-
mation des exoplanétes. Malgré les avancées instrumentales, permettant une plus grande réso-
lution des environnements, leur observation reste difficile du fait du grand contraste entre les
environnements et leurs étoiles hotes. En effet, celles-ci sont 1000 a 10 000 fois plus brillantes,
voir 10 000 000 fois plus brillantes dans le cas des exoplanétes.

Lors de 'acquisition directe d’'image de ces environnements, le signal de I'environnement
est mélangé au résidu de lumiere stellaire. Or, la lumiére de I’environnement est partiellement
linéairement polarisée, tandis que le résidu de lumiére stellaire ne I’est pas. Le sous-instrument
Infrared Dual-band Imaging and Spectroscopy (IRDIS) de 'instrument de I’European Southern
Observatory (ESO) appelé Spectro-Polarimeter High-contrast Expolanet REsearch (SPHERE), si-
tué sur I'un des quatre Very Large Telescopes (VLT) dans le désert d’Atacama au Chili, acquiert
des jeux de données ou la polarisation linéaire est modulée par rotation, selon plusieurs cycles
d’angles connus. Ainsi, par combinaison de ces données multivariées, il est possible de démé-
langer la lumiere diffusée par I'environnement circumstellaire et la lumiére de I’étoile.

Lors du démélange par les méthodes de I'état-de-l’art, les données sont combinées sans
prendre en compte la précision des mesures, c’est-a-dire la statistique du bruit de photon, qui
domine le signal d’intérét, et du bruit de lecture du détecteur, ainsi que les données man-
quantes. De plus, si les images d’'un cycle de rotation d’angle contiennent des images non-
exploitables, a cause de la turbulence atmosphérique par exemple, les images du cycle sont
toutes supprimées. Aussi, tout recentrage, toute rotation ou toute déconvolution des données
est fait indépendamment du démélange. De ce fait, la propagation des erreurs n’est pas contro-
lée.

Les méthodes de types « problémes inverses » permettent, a partir d’'un modele direct des
données, de procéder au démélange tout en ayant le contréle sur la propagation des erreurs.
Une telle approche peut étre retrouvée pour d’autres types d’observations en astrophysique,
mais n’a jamais été développée pour 'imagerie directe en polarimétrie.

Le but de ma theése, est de reconstruire, sous un certain critére d’optimalité, des cartes de
la lumiere polarisée des environnements circumstellaires, une carte des angles de polarisation
associés et une carte des résidus lumineux de I’étoile et de la lumiére non-polarisée de I'en-
vironnement. Pour y parvenir, dans cette thése, je propose un modeéle physique des données
non-linéaire, séparable en chaque pixel, basé sur le formalisme de Jones et paramétré en I'in-
tensité non-polarisée, I'intensité polarisée linéairement et ’angle de polarisation linéaire. Je
dérive ensuite une formulation alternative linéaire de ce modele, paramétrée en les parametres
de Stokes, permettant d’expliciter le lien entre un tel modéle et les méthodes de 1'état-de-I’art.
Jétends par la suite ce modele au cas non-séparable, sans et avec convolution par la réponse
impulsionnelle spatiale (PSF : Point Spread Function), et dérive, dans le cas sans convolution,
un nouveau modele non-linéaire, paramétré en I'intensité non-polarisée et les parametres de
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Stokes d’intensité polarisée horizontale et verticale.

Pour chacun de ces modeéles, je propose différentes méthodes d’estimation des parameétres,
basées sur la minimisation de criteres sous contraintes et, dans le cas non-séparable, régulari-
sés. Parmi les régularisations utilisées, je compare notamment les pénalisations différentiables
et non-différentiables sur le gradient des pixels ou sur les valeurs propres du hessien des pixels.
Dans le cas linéaire, une contrainte épigraphique reliant les parameétres de Stokes est propo-
sée. Dans le cas non-linéaire, on impose une contrainte de positivité sur les intensités. Afin de
régler le poids des régularisations j utilise I’estimateur non-biaisé du risque de Stein (SURE :
Stein Unbiased Risk Estimator).

L’ensemble de ces méthodes d’estimation sont mises en ceuvre sur des données synthé-
tiques qui reproduisent les données types rencontrées en imagerie directe en polarimétrie et
sur des données réelles. Selon les propriétés des fonctions considérées dans le critere, j utilise,
pour la minimisation, différents algorithmes. Dans le cas séparable, je procede a une inversion
directe par annulation du gradient. Dans le cas non-linéaire, les parametres sont estimés de
maniere hiérarchique. Dans le cas différentiable j'utilise une méthode de descente de gradient
avec préconditionnement a mémoire limitée de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS),
qui peut étre également adaptée dans le cas de la contrainte de positivité sur les intensités.
Dans le cas linéaire, avec régularisation différentiable et contrainte épigraphique, j utilise I’al-
gorithme Forward-Backward avec backtracking, afin d’éviter le calcul de la constante de Lip-
schitz du gradient de la partie différentiable du critére qui peut étre difficile. Dans le cas des
régularisations non-différentiables, j'utilise I’algorithme primal-dual de Condat-Vi intégrant
une étape de backtracking.

Je montre alors que dans le cas séparable, la prise en compte des données manquantes
permet d’utiliser les cartes des cycles incomplets, réduisant ainsi I'erreur sur I'estimation des
cartes. Je montre ensuite, dans le cas non-séparable, que la prise en compte dans le modéle des
transformations du détecteur (rotations, translations) et des mauvais pixels réduit a coup sur
Perreur faite sur les intensités non-polarisées et polarisées estimées, dans le cas d’une régulari-
sation indépendante sur les intensités. Ce n’est cependant pas le cas pour ’angle dont 'erreur
est mieux réduite par une régularisation sur les parameétres de Stokes d’intensité polarisée. Je
montre également que sans déconvolution, dans le cas de disques de faible intensité, le réglage
automatique des poids de régularisation par SURE a tendance a sur-régulariser I'estimation et
qu’un choix manuel est alors plus pertinent.

Dans le cas de la déconvolution, je montre qu’une régularisation différentiable par a priori
de lissage avec préservation des bords telle que 'approximation hyperbolique de la Variation
Totale (TV-h) donne, en le temps imparti, de meilleurs résultats que la Variation Totale (TV)
et qu’'une pénalisation par la norme de Shatten du hessien encore trop colteuse en temps de
calculs sur de gros volumes de données. Je montre également qu’inclure la convolution par la
PSF dans le modele réduit fortement erreur d’estimation par rapport a une déconvolution a
posteriori.

Enfin je montre sur différents jeux de données astrophysiques I’apport des meilleures mé-
thodes présentées dans cette these au niveau de la reconstruction des structures et de 'intensité
retrouvée. Je conclue que la prise en compte du modele complet incluant la convolution, pour
la reconstruction des environnements circumstellaires a différents niveaux de régularisation,
permettait la résolution plus fine des structures polarisées brillantes et une meilleure détection
des structures de faible intensité polarisée.
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Abstract

Survey of circumstellar environments allows a better understanding of exoplanets forma-
tion. Despite instrumentation enhancement, allowing for a bigger resolution of these environ-
ments, their observation remains difficult due to high contrast between the environments and
their host stars. In fact the host stars are 1000 to 10 000 times brighter than the environment,
even 10 000 000 times brighter for exoplanets.

When images of these circumstellars environnements are acquired in direct imaging, the
signal of the environnement is mixed to star light residuals. Yet, the light of the environment is
partially linearly polarized while the light of the star is unpolarized. The instrument Infrared
Dual-band Imaging and Spectroscopy (IRDIS) of the European Southern Observatory’s (ESO)
Spectro-Polarimeter High-contrast Expolanet REsearch (SPHERE) instrument, installed at one
of the four Very Large Telescopes (VLT) in Atacama in Chile, acquires datasets where the po-
larization is modulated according to a known angle cycle. Then, combining these multivariate
data, it is possible to extract the light scattered by the environment from the light of the stars.

When data are combined with the state-of-the-art methods, neither the photon noise sta-
tistics of the data, witch dominate the signal of interest, nor the read out noise of the detector,
nor the missing data. Moreover, if any image in an angle rotation cycle is missing, the rest of
the cycle is note used. Finally, any centering, rotation, or deconvolution by the Point Spread
Function are made independently of the data reduction. The bad pixels and dead pixels are
interpolated before the processing. The issue of such a processing is that the propagation of
the errors in the data is not handled.

The « inverse problem » methods aim to estimate the light of the environment using a
direct model of the data, while controlling the error propagation in the reconstruction. This
approach is already used in several field in astronomy, but they have not been developed yet
for high contrast direct imaging in polarimetry. The aim of my PhD thesis is to reconstruct,
under a given quality criterion, a map of the polarized light of the circumstellar environments,
a map of the corresponding polarization angles and a map of the residual star light and of the
unpolarized light of the environment.

To achieve this goal, in this thesis I develop a non-linear physical model of the data, pixel-
wise independent, based on Jones formalism and parameterized in the unpolarized intensity,
the linearly polarized intensity and the linear polarization angle. Then, I derive an alternative
formulation, parameterized in the Stokes parameters, providing the link between such a phy-
sical model and the state-of-the-art methods. Throughout this thesis, I extend this model to a
pixelwise dependent formulation, without and with the convolution by the Point Spread Func-
tion (PSF). In the case without the convolution, I derive a new non-linear model, parameterized
in the unpolarized intensity, and the Stokes parameters of the horizontal and vertical polarized
intensities. For each of this model, I develop several methods to estimate the parameters, ba-
sed on the minimization of a constrained criterion and, in the piwelwise dependent case, with
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regularizations. Among these regularizations, I compare differentiable and non-differentiable
penalizations applied on horizontal and vertical image gradients coefficients and on the singu-
lar values of the pixels Hessian matrice. In the linear case, I impose an epigraphical constraint
between the Stokes parameters. It corresponds in the linear case to a non-negative constraint
on the polarized and unpolarized intensities. To auto-calibrate the regularization weights, I
use the Stein Unbiased Risk Estimator (SURE).

The whole methods are applied on simulated dataset, created to reproduce typical astro-
physical datasets encountered in circumstellar environment polarimetrical direct imaging. De-
pending of the properties of the functions considered in the objective function, the research
of its minimum is done with different algorithms. In the pixelwise independent case, I pro-
ceed with a direct inversion. In the non-linear case, the parameters of interest are estima-
ted hierarchically. In the smooth pixelwise dependent case, I use a preconditionned gradient
descent with with the limited memory preconditionnement of Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS). This algorithm is suitable to estimate the parameters under a non-negative
constraint. In the linear case with an epigraphical constraint and a smooth regularization, I
use the Forward-Backward with backtracking. The backtracking avoids us the calculus of the
gradient Lipschitz constant which can be difficult. In the case of non-smooth regularization, I
use the preconditionned primal-dual Condat-Vu algorithm with a backtracking step. Then, I
show that in the pixelwise independent case, taking into account the missing data allows us for
the use of incomplete data cycle, reducing the maps estimation error. I also point out that in the
pixelwise dependent case, taking the detector transformations (rotations, translations) and the
dead pixels into account in the model reduce the error on the polarized and non-polarized in-
tensities in the non-linear case of an independent regularization on both quantities. The error
on the angle benefit from a linear model with a regularization on the Stokes parameters. I also
show that in the cas of low disk polarization the auto-calibration of the regularization weights
with SURE tend to over-regularize the estimation, giving a higher bound for a better manual
choice. In the case of the deconvolution, I show that a smooth regularization with smoothing
prior and edge preserving as the Total Variation hyperbolic approximation (TV-h) gives bet-
ter result, in a given time, than than the non-smooth penalization of the Total Variation (TV)
and the Shatten norm of the Hessian. I also show that the reconstructions estimated from the
global model including the convolution have a smaller estimation error than reconstructions
with a posterior deconvolution.

Finally, I show on several astrophysical datasets the benefits of the best methods that I
develop in this thesis, for the polarized intensity and the angle of polarization. I conclude that
taking in account a global model including the convolution for the reconstruction of circum-
stellar environment, with several level of regularization, allows for a thinner resolution of
bright polarized structures and a best detection of low polarized intensity structures.
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Notation

Notations pour les ensembles

L’ensemble des entiers naturels.

L’ensemble des entiers relatifs.

L’ensemble des réels.

L’ensemble des complexes

Un espace d’Hilbert

Un sous-espace d’'Hilbert

(C) L’ensemble des matrices carré de taille N dont les éléments sont dans C

Sy(C)  L’ensemble des matrices symétriques de taille N dont les éléments sont dans C
Pe L’ensemble des matrices symétriques strictement p-positive

ATOENZ

<
z

Symbols mathématiques

€,> Appartenance a un ensemble
C  Inclusion dans un ensemble
X Multiplication terme a terme
®  Produit de Kronecker
i Identité complexe
e  Exponentielle
+  Produit de convolution
, < Ordre de Loewner
V  Opérateur gradient continue
V2  Opérateur hessien continue
D  Opérateur gradient discret ou différences finies
D?  Opérateur hessien discret
‘i, Restriction a ’ensemble C
Opérateur transposé
Opérateur adjoint
Opérateur conjugué
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Problémes inverses

—_

Estimation d’un estimateur

- Vérité terrain
[E[-] L’espérance d’une variable aléatoire.
L(-]x) Densité de probabilité d’une réalisation de variable aléatoire sachant x
Var(-) Variance d’une variable aléatoire.
Cov(-) Covariance d’une variable aléatoire.
min, max Minimum et maximum d’une fonction.

argmin, argmax  Argument minimal et argument maximal d’une fonction.

Argmin, Argmax Ensembles respectifs des argmin et argmax d’une fonction.

prox

Opérateur proximal d’une fonction
Sous-différentielle d’'une fonction

Dérivée directionnelle dans la direction de x
Fonction objectif

Attache aux données

fonction de régularisation

fonction indicatrice de 'ensemble C
Projection orthogonale sur ’ensemble C.

Notations générales

VIII

un scalaire

un scalaire correspondant a la dimension d'un ensemble.
un vecteur

une matrice ou un opérateur linéaire

le temps

une itération

une suite d’itérés

Le nombre d’images d’un jeu de données

Le nombre de pixels par image du jeu de données

Le nombre de composantes d’un estimateurs

Le nombre de pixels par composantes d’un estimateur
Données

Données pré-traitées

Données calibrées

Un modele des données

Un modeéle séparable des données en les pixels

Un modeéle non-séparable des données en les pixels

Un modéle non-séparable des données incluant la convolution



IP Carte d’intensité polarisée
I*  Carte d’intensité non-polarisée
©  Carte d’angle de polarisation
I Parametre de Stokes de la polarisation totale
Q  Parametre de Stokes de I'intensité polarisée horizontalement
U  Parametre de Stokes de l'intensité polarisée verticale
F(-) Fonction différentiable
G(-) Fonction non-différentiable
g(-) Fonction de pénalisation
A Hyperparamétre de la contribution des régularisations
Acronymes
En astrophysique

ESO European Southern Observatory
VLT Very Large Telescope
SPHERE Spectro-Polarimeter High-contrast Exoplanet REsearch
IRDIS InfraRed Dual-band Imaging and Spectroscopy
IFS Integral Field Spectrograph
ZIMPOL Zirich IMaging Polarimeter
DPI Dual Polarimetry Imaging
ALMA  Atakama Large Milimeter Array
GPI Gemini Planet Imager

Méthodes et algorithmes

MnLS  Méthode non-Linéaire Séparable
MLS Méthodes Linéaire Séparable
MLnS  Méthode Linéaire non-Séparable
MnLnS  Méthode non-Linéaire non-Séparable
FB Forward-Backward
VMFB  Variable-Metric Forward Backward
PD Primal-Dual
VMPD  Variable Metric Primal-Dual
FDCR  Fréchet-Darmois-Cramér-Rao
BFGS Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
VMLM-B Variable Metric Limited Memory and Bound
SURE  Stein Unbiased Risk estimator
TV Total Variation
TGV Total Generalized Variation
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Introduction

Les environnements circumstellaires sont divers et variés. De I’étoile simple au systeme
d’étoile binaire, du disque protoplanétaire au disque de débris, observés de face, de profil, a
différentes longueurs d’ondes, différentes étendues, d’un objet a 'autre, les données peuvent-
étre tres différentes. Tout systeme d’exoplanétes commence, apres effondrement d’'un nuage
moléculaire pour former une étoile jeune, par un disque protoplanétaire. Celui-ci est alors
constitué de gaz et de poussiéres fines, dont la taille est de I'ordre du micrometre. Il est alors
le berceau de futurs exoplanétes.

Au début du processus de formation des exoplanétes, le gaz et la poussiére tournent autour
de I'étoile. Commence ensuite une phase ou la poussiére s’accréte pour former des grains,
dont la taille est de 'ordre du kilometre, qui nettoient petit a petit le gaz, on parle de disque
de transition. Ces grains sont alors assez massifs pour attirer a eux plus de matiére jusqu’a
former des planétes. Finalement, quand il n’y a quasiment plus de gaz, qu’il ne reste que de
trés gros grains et qu’il peut y avoir une ou plusieurs planetes dans I'environnement, on parle
de disque de débris. Dans notre systéme solaire, un tel disque correspondrait a la ceinture de
Kuiper, dans laquelle se situe la planéte naine Pluton.

L’étude de ces environnements circumstellaires est la clef pour comprendre comment se
forment les systémes stellaires et les exoplanétes. La taille de ces environnements circumstel-
laires peut varier entre quelques dizaines a plusieurs centaines de fois la distance Terre-Soleil,
distance appelée Unité Astronomique (AU), selon la masse totale de ’environnement. Cepen-
dant, ces environnements se situent a plusieurs centaines d’années lumieres par rapport a
nous, soit plusieurs millions de milliards de kilometres. De ce fait leurs tailles apparentes, ou
tailles angulaires, calculées comme ’angle entre le bord de I'objet, notre ceil et le bord opposé,
varie seulement entre 0,01 et 2 secondes d’arc.

L’ceil nu ne permet d’observer distinctement, ou de résoudre, que des objets célestes de
taille angulaire supérieure a une minute d’arc. Pour pouvoir observer ces environnements avec
une meilleure résolution, il faut des télescopes de trés grande taille, comme les Trés Grands
Télescopes au Chili, VLT pour Very Large Telescope en anglais, dont les miroirs principaux
font plus de huit métres ou le radiotélescope ALMA, pour Atacama Large Millimeter Array en
anglais, dont I’écartement des antennes peut aller jusqu’a seize kilometres.

Pour acquérir des informations sur ces environnements circumstellaires, différentes tech-
niques d’imagerie existent. D’une part 'interférométrie, comme ALMA qui fonctionne dans le
domaine des longueurs d’ondes millimétriques et qui permet d’étudier la structure interne du
disque. D’autre part 'imagerie directe, qui permet d’observer la surface de ces environnements
dans les longueurs d’onde infra-rouge.

L’observation des environnements circumstellaires reste cependant tres difficile. En effet,
ces environnements circumstellaires sont trés proches d’une étoile hote émettant beaucoup
plus de lumiéere, d'un contraste bien supérieur a 1000. Or, lors de I'observation, la lumiére
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de I’étoile ne correspond pas a un point mais, du fait de différents effets de diffraction, a une
tache étendue dans laquelle est noyée la lumiere de I’environnement lui-méme. L’analogie de
I'observation des environnements circumstellaires ou des exoplanétes est souvent faite avec
I'observation d’une luciole qui vole a c6té d'un phare a des centaines de kilometres de ’obser-
vateur, car les rapports d’intensité et de séparation angulaire sont similaires.

L’utilisation d’'un masque, appelé coronographe, permet d’éteindre une partie de la lumiére
de I’étoile et d’ainsi réduire la brillance de la tache stellaire. Différents types de coronographe
existent, mais ils ne sont jamais parfaits et sur les images acquises par les instruments a haut
contraste, un résidu de lumiére stellaire est toujours présent. Afin de pouvoir étudier les en-
vironnements circumstellaires a partir des images acquises par ces instruments, il faut donc
appliquer des techniques d’observations et de traitement permettant de distinguer la lumiére
de Penvironnement des résidus de lumiére de I’étoile. C’est dans ce contexte que se place ma
these.

Pour procéder au démélange du signal de 'environnement et du signal stellaire, il existe
différentes techniques. La premiére est la différentiation angulaire. Cette méthode se fonde
sur ’hypothése que lorsqu’on fait tourner artificiellement le champ observé, les résidus de lu-
miere stellaire restent fixes, tandis que I’environnement observé tourne. En prenant différentes
images a différentes orientations connues, la diversité produite aide a séparer les composantes
environnement et résidu. Avec cette méthode, il est possible d’observer principalement des
exoplanetes et des disques dont la forme n’est pas invariante par rotation apparente, en ajou-
tant cependant des artefacts importants sur leurs morphologies.

La seconde méthode, plus fine pour étudier leur morphologie, utilise la différence de pro-
priétés entre la lumiere de I’étoile et la lumiere diffusée par la poussiere du disque. En effet, la
lumiere diffusée par la poussiere du disque est issue de la réflexion de la lumiére de I’étoile sur
les grains qui composent le disque. Les ondes qui composent la lumiére de Iétoile oscillent de
maniére aléatoire lors de leurs propagation. En se reflétant sur les grains de poussieres, elles
se mettent chacune a osciller dans des plans uniques, perpendiculaires aux angles d’incidence
des ondes sur la poussiére. En faisant tourner artificiellement ces plans d’oscillation d'un cer-
tain nombre d’angles connus, les ondes composant la lumiere stellaire ne sont pas affectées.
Il est alors possible d’identifier et d’extraire la lumiére émise par la poussiere du résidu de lu-
miere stellaire. La facon dont oscille 'onde est la polarisation de la lumiere. La lumiere émise
par I’étoile est dite non-polarisée. La lumiere réfléchie par la poussiére du disque est polarisée
linéairement et ’angle que fait son plan d’oscillation est appelé angle de polarisation linéaire.
C’est sur cette méthode d’observation, qui permet ce démélange en imagerie polarimétrique,
qu’est basée ma these.

L’instrument avec lequel sont prises les images sur lesquelles j’ai travaillé est 'instrument
d’imagerie directe SPHERE-IRDIS de ’European Southern Observatory (ESO), installé sur 'un
des Tres Grands Télescopes au Chili. Il permet avec son mode d’imagerie polarimétrique d’ac-
quérir un ensemble d’images en faisant tourner artificiellement 1’angle de polarisation des
objets célestes étudiés.

A partir de ces observations, il est possible de reconstruire trois images, ou cartes de pixels,
qui constituent notre signal d’intérét. Une premiere image contenant la lumiere non-polarisée
de I’étoile et de son environnement, une seconde image, contenant la lumiere polarisée linéai-
rement de I'environnement circumstellaire, et une carte contenant les angles de polarisation



linéaire de cet environnement. La figure 1| représente la lumiére polarisée linéairement de dif-
férents environnements circumstellaires.

Les méthodes de la Double Différence et du Double Ratio [Tinbergen, 2005]] permettent tra-
ditionnellement de reconstruire le signal d’intérét par combinaison des données. Ces méthodes
sont directes, dans le sens ou les données sont transformées puis combinées entre elles pour
reconstruire les trois composantes. L'inconvénient de telles méthodes, est qu’elles ne tiennent
pas compte du caractére aléatoire du signal enregistré dans les images, qui se traduit par un
bruit statistique, et qu’elles propagent plus facilement les erreurs statiques et statistiques.

FIGURE 1 — Disques circumstellaires observés avec SPHERE. On peut observer la diversité de
forme et d’orientation de ces différents disques, dont I’étendue se situe entre 0, 5 et 3 secondes
d’arc. [Avenhaus et al., 2018, Sissa et al., 2018]].
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Dans cette these, je m’intéresse a reconstruire des images des environnements circum-
stellaires a partir des acquisitions en polarimétrie de I'instrument ESO-VLT SPHERE IRDIS. A
I'issu de mes travaux de thése, j’aboutis a un ensemble de méthodes de complexités différentes,
de type «problémes inverses », prenant en compte dans un modéle physique des données, toutes
les transformations de la lumiére ayant lieu dans I'instrument, de I’entrée dans le télescope
jusqu’a 'acquisition par la caméra, permettant ainsi, par ajustement du modele sur les don-
nées, d’extraire de maniere optimale les cartes d’intensité non-polarisée, d’intensité-polarisée
et d’angle de polarisation, ainsi que leurs cartes d’erreurs d’estimation respectives.

Dans le chapitre (1] je présente 1’état-de-1’art observationnel pour les environnements cir-
cumstellaires et les exoplanetes. J’explique alors ce qu’est la polarisation de la lumiere et pré-
sente plus précisément 'instrument ESO-VLT SPHERE/IRDIS ainsi que le formalisme et les
méthodes existantes pour le traitement des données. Je présente ensuite ce que sont les «pro-
blémes inverses », c’est-a-dire comment a partir d’'un modele direct des données, arriver a un
probléme d’optimisation numérique sous forme de critére a minimiser, composé d’une attache
aux données et éventuellement de régularisations et de contraintes strictes. Dans une derniere
section, je présente quelques algorithmes permettant la résolution de ces « problémes inverses »
dans le cas de régularisations différentiables et non-différentiables.

Les méthodes de type «problémes inverses » sont utilisées depuis plusieurs décennies en
astrophysique, notamment en radio-interférométrie. Cependant, en imagerie directe a haut
contraste, leur utilisation n’est pas encore répandue. Pourtant, étant donné la difficulté liée
aux niveaux de contraste, il semble pertinent d’utiliser des méthodes de type « problémes in-
verses » pour I'extraction des images qui nous intéressent, car ils permettent la prise en compte
des erreurs dans les données, et donc par extension, des données manquantes et des effets ins-
trumentaux. Dans le chapitre |2} je développe donc un modele direct des acquisitions, prenant
en compte les transformations de la polarisation de la lumiére induites par l'instrument au
cours de I'observation, paramétré en chaque pixel de maniére non-linéaire, en 'intensité non-
polarisée, I'intensité polarisée linéairement et I’angle de polarisation. Pour ce modéle j utilise
le formalisme de Jones. Je présente une méthode d’ajustement du modéle aux données, prenant
an compte les données manquantes, et je compare les images extraites a celles obtenues avec
les méthodes de I’état-de-1’art. Dans un second temps, je présente un modele linéaire paramé-
tré par les parametres de Stokes ainsi qu'une méthode d’ajustement du modéle aux données
prenant en compte les données manquantes. Je présente le lien entre une telle méthode et les
méthodes de I'état-de-l’art et compare les images extraites pour de telles méthodes avec la
méthode utilisant le formalisme de Jones. Dans ce chapitre, je montre I’apport de la prise en
compte des données manquantes dans le modele par rapport au fait d’enlever une partie du
jeu de données.

Dans le chapitre [3] je compléte le modeéle linéaire par les parametres de Stokes, en in-
cluant les transformations au niveau de la caméra, afin de pouvoir prendre en compte les
pixels défectueux. La transformation se représente comme un opérateur mathématique li-
néaire, qui lors de I'ajustement du modéle aux données, du fait de son mauvais condition-
nement, va amplifier le bruit dans les images extraites. Pour I’ajustement du modele aux don-
nées, je propose alors un critere régularisé favorisant des images lisses. Je compare les images
extraites pour des régularisations de Tikhonov [Tikhonov, 1963] et Variation Totale Hyperbo-
lique [Charbonnier et al., 1997]], aprés minimisation du critére par une méthode quasi-Newton,
a celles obtenues avec les méthodes de 1’état-de-1’art. L’intensité polarisée se trouvant dans
tous les parametres de Stokes, je propose alors un changement de variables permettant de ré-



gulariser sur I'intensité polarisée et I'intensité non-polarisée de maniére indépendante. Apres
minimisation du critére régularisé associé par une méthode quasi-Newton, je compare a la
méthode linéaire et aux méthodes de I’état-de-I’art. Dans ce chapitre, je montre aussi ’apport
d’une approche différentiable régularisée pour la prise en compte des transformations de la
caméra et des pixels défectueux dans le modéle, par rapport aux méthodes appliquées sur des
données déja transformées. Je montre également qu'une régularisation par la Variation Totale
Hyperbolique donne des résultats avec une erreur moindre par rapport a une régularisation
quadratique de Tikhonov.

Dans le chapitre |4] je complete une derniere fois le modele en incluant le flou résultant de
I'instrument. Ce flou se représente par un opérateur mathématique linéaire par rapport aux pa-
rametres, mais il est également mal conditionné. Pour limiter I’augmentation du bruit dans les
images estimées a partir de ce modeéle, j'utilise d'une part une régularisation différentiable, telle
que la Variation Totale Hyperbolique [[Charbonnier et al., 1997], et non-différentiables, comme
la Variation Totale [Rudin et al., 1992] ou encore la norme de Shatten sur la matrice hes-
sienne [Lefkimmiatis et al., 2013]]. Je présente alors différentes méthodes de minimisation des
criteres régularisés selon la diftérentiabilité des régularisations telles que Forward-Backward
[Combettes and V1, 2013} |Combettes et al., 2014]] ainsi que 'algorithme primal-dual Condat-
Vi [Condat, 2013, [V, 2015]] dans le cas non différentiable, dans lesquels je propose d’ajouter
une étape de backtracking. Je compare alors les images extraites a celles obtenues avec les
méthodes de 1’état-de-l’art. Je montre 'apport de la prise en compte du flou dans le modele
par rapport aux méthodes ou le flou est traité apres reconstruction.

Dans le chapitre [5] je présente les méthodes d’estimation de I'erreur faite sur les images
reconstruites pour chaque pixel a I'aide de la borne inférieure de Fréchet-Darmois-Cramér-
Rao (FDCR). La contribution des régularisations pour la reconstruction des images est gérée
par un hyperparameétre nécessitant un réglage minutieux, car la qualité des reconstructions
en dépend. Je présente une méthode d’estimation des hyperparameétres a partir de I’estimateur
non-biaisé du risque de Stein (SURE) [Ramani et al., 2008, Deledalle et al., 2014]. Ces méthodes
sont utilisées au long des chapitres précédents. Je présente a chaque fois le cas simple et le cas
appliqué a mon probleme de reconstruction en polarimétrie.

Enfin, dans le chapitre [6] aprés avoir expliqué comment calibrer les données de I'instru-
ment ESO/VLT-SPHERE IRDIS, je montre 'apport des meilleures méthodes présentées dans
cette these sur différents environnements circumstellaires, par rapport aux méthodes de I’état-
de-l’art. Pour finir, j’applique alors la meilleure méthode pour I’étude de 'environnement cir-
cumstellaire autour du systéme d’étoile EM SR 13, qui est un disque autour d’une étoile binaire,
associée a une troisieme étoile.
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Chapitre 1

Etat-de-I’art et formalisme

Ce chapitre a pour vocation d’établir les bases en astrophysique et en traitement du si-
gnal sur lesquelles s’appuient ma thése. L’étude des environnements circumstellaires présente
deux intéréts majeurs. Le premier est d’étudier I’évolution des disques circumstellaires afin de
comprendre la formation des systéemes exoplanétaires. Cette étude se fait par la confrontation
de résultats de simulations hydrodynamiques, faites sous certaines hypothéses, aux environ-
nements observés. Le second intérét est la détection d’exoplanétes, soit par acquisition directe
et traitement des images pouvant contenir des exoplanetes, soit par déduction de leur pré-
sence grace a I’étude morphologique des environnements. Une fois les planetes détectées par
imagerie directe, il est possible d’étudier leurs orbites et leurs compositions atmosphériques.
Dans les deux cas, il est nécessaire pour pouvoir étudier ces environnements, d’avoir les outils,
aussi bien instrumentaux que numériques, permettant d’avoir une résolution angulaire et un
contraste optimaux.

Dans la section je présente le contexte astrophysique de I’étude des environnements
circumstellaires ainsi que I’évolution des méthodes d’observation de ces environnements a
haut contraste. Afin de détailler le fonctionnement de I'observation en polarimétrie, j’introduis
la polarisation de la lumiere et son utilisation en astrophysique. Je présente ensuite le fonc-
tionnement de 'instrument d’imagerie directe ESO/VLT-SPHERE IRDIS, qui a permis d’obte-
nir les données d’environnements circumstellaires en polarimétrie analysées dans mon travail
de thése. Je conclus cette section en présentant les méthodes de I’état-de-I’art permettant de
démeélanger le signal polarisé des environnements circumstellaires du signal non-polarisé.

De maniere générale, les méthodes de I'état-de-I’art utilisées en imagerie a haut contraste
en polarimétrie, procédent au démélange étape par étape. En effet, apres calibration des don-
nées pour détecter les pixels morts, enlever le fond et réajuster la réponse des pixels, les don-
nées sont découpées, recentrées et tournées, avant de procéder au démélange par combinaison
directe des données. Si une déconvolution a lieu pour enlever le flou instrumental, elle est gé-
néralement faite a posteriori. Une telle approche ne permet pas de connaitre comment se pro-
pagent les erreurs d’estimation et de les controler. Les méthodes de type «problémes inverses
», introduites dans la section[1.2] permettent ce contrdle. Elles reposent premiérement sur une
étape de modélisation du processus d’acquisition, pouvant intégrer modulation de la polari-
sation, convolution et rotations, reliant les parametres inconnus que 1’on souhaite estimer et
les données acquises par I'instrument. En second, elles reposent sur une étape d’inversion fré-
quemment associée a la minimisation d’une fonction de vraisemblance pénalisée. La résolution
sous forme de «probléme inverse », nous permet ici de démélanger le signal polarisé de I'envi-
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ronnement circumstellaire et le signal non-polarisé du résidu stellaire et de ’environnement,
comme présenté sur la figure

De nombreux algorithmes permettent d’obtenir une solution a la minimisation d'une fonc-
tion de vraisemblance pénalisée. Le choix de I’algorithme va a la fois dépendre de I’architec-
ture du probléme et de sa capacité a résoudre le probleme en un temps réduit, c’est-a-dire de
quelques heures a quelques jours selon la taille des données et de la taille des parameétres, en
nombre de pixels. Dans la section tout en introduisant des notions essentielles a la ré-
solution de «probléemes inverses », j’introduis les algorithmes principaux de I’état-de-I’art en
traitement du signal et les conditions nécessaires a leur convergence. Je présente enfin leurs
utilisations en astrophysique.

1.1 L’étude des environnements circumstellaires en pola-
rimétrie

Au cours des derniers siecles, 'architecture et la composition de notre systéme solaire
ont été de mieux en mieux comprises grace au développement et au perfectionnement des
instruments permettant d’observer 'univers. Par ’agrandissement du diameétre des télescopes,
I’amélioration des systemes d’optique adaptative et la résolution pixélique des caméras, ces
instruments ont permis la découverte de nouveaux mondes : des systémes exoplanétaires plus
ou moins semblables au noétre. La recherche d’exoplaneétes et la caractérisation de celles-ci
est un des piliers de I’astronomie moderne. L’étude de leurs propriétés et la recherche d’'une
planete aux propriétés proches de la notre est par ailleurs un sujet qui passionne le grand
public.

1.1.1 Les environnements circumstellaires

La catégorie des environnements circumstellaires regorge d’une grande variété d’objets
d’études, en lien avec les interactions stellaires et la formation des exoplanetes.

Les disques circumstellaires, dont un florilége est présenté sur la figure (1| sont au centre
de I'étude de ces environnements. Parmi ces disques on distingue en particulier les disques
protoplanétaires, les disques de transition et les disques de débris. La formation des disques
circumstellaires débute lors de 'effondrement de nuages moléculaires, formant ainsi une ou
plusieurs étoiles. Lors de cette formation s’accrete un disque de poussiére et de gaz, appelé
disque protoplanétaire [Lynden-Bell and Pringle, 1974]]. Ces disques d’accrétion ressemblent
globalement a des tores, ou la poussiére en surface est composée de grains dont la taille est
de 'ordre du micromeétre, tandis que les grains qui se trouvent dans le plan médian du disque
sont plus gros, c’est-a-dire de 'ordre du millimeétre.

Dans le cas de I'observation des disques protoplanétaires, donc des disques au stade le plus
jeune, I’étude de leur composition et de leurs morphologies, en lien avec des simulations hy-
drodynamiques, nous permet d’étudier les scenarii de formation de ces disques comme dans
I'étude du disque HD142527 [Price et al., 2018]]. Sur la figure 1] les disques IM Lup, RU Lup, les
disques autour de [l'étoile AS 209 et du systeme binaire V4046 Sgr
[Avenhaus et al., 2018]], sont des disques protoplanétaires.

A P'intérieur de ces disques protoplanétaires, la poussiére s’accréte ensuite jusqu’a former
des grains dont la taille est de I'ordre du kilometre. On parle alors de planétésimaux. Leur masse
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devient alors suffisamment grande pour attirer a eux plus de matiere et continuer a croitre
jusqu’a devenir des planétes. Lorsque la majorité poussiére interne du disque est accrétée mais
qu’il reste encore du gaz, on parle alors de disque de transition.

Les disques de transition sont particulierement intéressants a observer, car leurs morpho-
logies peuvent donner des signes de la formation active d’une ou plusieurs planétes. En effet,
lors de leurs formations, les planétes « nettoient » leurs orbites de la poussiere, ce qui peut
alors créer des gaps, c’est-a-dire des anneaux sans poussiéres et sans gaz, comme dans le cas
de RX]J 1615, MY Lup et PDS 66 sur la figure |1 [Avenhaus et al., 2018]], ou encore comme le
cas de PDS 70 [Keppler et al., 2018, Keppler et al., 2019} Haffert et al., 2019] dont I'observation
récente a permis de découvrir une seconde exoplanéte. Dans le cas ou les exoplanetes sont
trop petites pour étre visibles, le scénario de formation de ces gaps peut étre expliqué par des
simulations hydrodynamiques, comme dans le cas de HL Tau [Dipierro et al., 2015], ou encore
HD 163296 [Pinte et al., 2019]]. En attirant a elles la matiere du fait de la gravité, les planétes
peuvent également former des «bras spiraux »comme en particulier dans le cas de RY Lup
[Langlois et al., 2018]], visible sur la figure[1.1] ou encore MWC 758 [Benisty et al., 2015], ou la
présence d’exoplaneétes est soutenue par le couplage des observations a des simulations hy-
drodynamiques.

Enfin, lorsque les planétes ont nettoyé tout le gaz et la poussiere, qu’il ne reste quasiment
plus de gaz, et que les disques sont composés de grains assez gros, on parle alors de disques
de débris. Ces disques sont composés d’anneaux de poussiéres qui n’ont jamais pu étre accré-
tées, comme dans le cas de HR 4796A observé avec le Gemini Planet Imager et I'instrument
SPHERE/ZIMPOL [Perrin et al., 2015, [Milli et al.,]]. A la fin du processus de formation plané-
taire, I'observation par imagerie directe permet a la fois la détection de nouvelles exoplanétes
mais également I’étude de leurs masses et de leurs compositions. L’observation par imagerie
directe des exoplanetes de faibles masses, c’est-a-dire inférieur a 10% de la masse de Jupi-
ter, est actuellement impossible car le niveau de contraste de ces objets est trop élevé. Dans
[Hunziker et al., 2020], les auteurs étudient le contraste maximal qu’il est possible d’atteindre
pour Pobservation d’exoplanétes en lumiere réfléchie et polarisée dans le visible. Il est cepen-
dant possible d’observer les planétes géantes, suffisament jeunes et chaudes qui émettent de

0.10"
15 au

FIGURE 1.1 - Inensité polarisée du disque de transition Ry Lup extraite du papier
[Langlois et al., 2018]. L’'image de droite correspond a I'image de gauche ou le flou instru-
mental a été enlevé.
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la lumiére non-polarisée dans le proche infrarouge, telles que celle du systéeme HR 8799 ob-
servées avec SPHERE [van Holstein et al., 2017] ou encore du PDS70 [Keppler et al., 2018]]. Il
est est également possible d’utiliser I'imagerie directe pour étudier et caractériser les naines
brunes [Mesa et al., 2016]].

1.1.2 Méthodes d’observation des environnements circumstellaires

Pour pouvoir observer distinctement les structures de ces environnements, ou détecter
des exoplanétes proches de I'étoile, c’est-a-dire ayant une faible séparation angulaire, il est
nécessaire d’avoir une résolution instrumentale suffisante. Selon le critére de Rayleigh, la taille
angulaire minimale d’un objet que I'on peut observer avec un télescope doit étre supérieure a
la résolution angulaire ©, qui dépend a la fois du diametre D du télescope et de la longueur
d’onde A a laquelle on observe, selon la relation suivante :

©=~1,221/D (en radian). (1.1)

Ainsi, plus le diametre D est grand, plus © est petit, ce qui permet d’observer des objets de plus
petite taille angulaire ou de faible séparation angulaire. De méme, plus les longueurs d’ondes
de la lumiére émise par les objets sont grandes, plus il est nécessaire d’avoir un grand diamétre
de télescope pour résoudre les objets. Par exemple, pour une longueur d’onde micrométrique,
avec un diametre de 8, 2m tel que celui du VLT, il est possible de résoudre des objets dont la
séparation angulaire est de plusieurs millisecondes d’arc (mas). Cela correspondrait a distin-
guer deux objets séparés d’environ quelques centimetres a 200km de nous. Dans le cas des
ondes millimétriques, un tel diameétre de télescope ne permet de résoudre des objets séparés
que de plusieurs secondes d’arc. Pour résoudre des objets de plus faible séparation angulaire
dans les longueurs d’ondes millimétriques, il est nécessaire d’avoir des diametres de télescopes
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(b) Image du disque ALMA (i) et
extrait des données de I'instrument
(a) Distribution d’énergie spectrale (SED : Spectral Energy Dis- ESO/VLT-SPHERE IRDIS (ii) dans la-
tribution) de la cible Ry Lup (source : [Langlois et al., 2018])). La quelle le signal du disque (iv) est mé-
courbe orange correspond a b.(ii)-(iv) et la courbe rouge a b.(i). langé aux résidus stellaires (iii).

Wavelength A [pm]

FIGURE 1.2 - Distribution spectrale d’énergie et illustration du probleme de démélange de Ry
Lup.

10



1.1. L’étude des environnements circumstellaires en polarimétrie

de plusieurs centaines voir milliers de meétres. La taille du miroir est également responsable
du nombre de photons captés. Comme il n’est pas nécessaire, dans le domaine millimétrique,
d’avoir un trés grand miroir pour acquérir les photons, la solution pour avoir une grande
résolution angulaire est de combiner les signaux de plusieurs antennes ou petits télescopes,
dispersés sur le diametre. C’est ce qu’on appelle l'interférométrie.

La poussiére et le gaz composant les disques circumstellaires émettent de la lumiére dans
le visible et 'infrarouge proche (NIR : Near-Infrared). Selon la taille des grains de poussiere,
ces longueurs d’ondes sont de I'ordre du micrométre et du millimetre (107 et 1072 métres) .
La figure[l.2almontre la répartition du flux du disque Ry Lup [Langlois et al., 2018] en fonction
de lalongueur d’onde. On voit que la contribution de I’étoile est surtout présente dans les lon-
gueurs d’ondes micrométriques, et la contribution du disque est plus forte dans les longueurs
d’ondes millimétriques.

En interférométrie, 'arrivée du réseau d’antenne ALMA qui fonctionne aux longueurs
d’ondes millimétriques a alors pu permettre de sonder en profondeur les environnements cir-
cumstellaires. En effet, ALMA a la particularité de pouvoir sonder des poussiéres de taille
millimétrique se situant dans le plan médian des disques circumstellaires, car les plus petits
grains ne sont pas opaques a de telles longueurs d’ondes, et ainsi d’avoir acceés a la répartition
de la masse des disques.

En imagerie directe, 'arrivée du télescope spatial Hubble (HST : Hubble Space Telescope), a
révolutionné I'astronomie moderne. Sont arrivés ensuite les treés grands télescopes terrestres,
tels que les Very Large Telescopes (VLT), le télescope Subaru ou le télescope Gemini. L’ima-
gerie directe dans le proche infrarouge permet d’étudier la lumiére réfléchie par les grains
micrométriques situés a la surface du disque [Mulders et al., 2013], car le disque est opaque
pour de telles longueurs d’ondes. Le probléme des télescopes terrestres est que lors du passage
dans I’atmospheére, la lumiere des étoiles est entachée d’aberrations. Lors d’une observation
cela se traduit en une perte de résolution. Le but de I'optique adaptative est de compenser les
effets de 'atmosphere afin de restituer la tache de diffraction de la lumiére de I’étoile, produite
par le télescope, exempte d’aberration. Grace a leurs instruments d’optiques adaptatives ex-
trémes, ces tres grands télescopes ont rendu possible la résolution des environnements a haut
contraste.

Cependant, comme évoqué précédemment, la lumiere des environnements circumstellaires
est bien plus faible que la lumiére de I’étoile hote. La lumiére de 'environnement est alors
noyée dans la taiche de diffraction de la lumiére stellaire, dont la brillance est mille a dix mille
fois supérieure.

L’utilisation d’un coronographe permet, en reproduisant un effet semblable a celui d’une
éclipse, d’atténuer la brillance de la tache de diffraction d’un facteur 10 a 100. Les corono-
graphes ne sont cependant pas parfait et il reste un résidu de lumiére stellaire toujours plus
brillant que le disque lui-méme. Il est cependant possible, par différentes techniques d’obser-
vation dédiées, de démélanger les deux sources (disques, ou exoplanétes, et résidus stellaires).
La figure montre un extrait de données de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS dans
laquelle sont mélangées la partie disque et la partie résidus stellaires.

D’une part, pour la détection d’exoplanétes ou de disque, la technique de la différence an-
gulaire d’image (ADI : Angular Differential Imaging) peut-étre utilisée. Cette méthode utilise
le fait que le résidu de lumiére stellaire est fixe par rapport a I'instrument, tandis que 'envi-
ronnement est fixe par rapport au ciel. Ainsi, en faisant tourner artificiellement le ciel a 'aide
d’un ensemble de miroirs, appelé dérotateur, il est possible d’extraire 'environnement, qui a
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tourné, du résidu de lumiere stellaire, qui n’est pas affecté par la rotation. Il est alors possible
d’avoir acces a la lumiére émise par la surface du disque, mais qui est alors entachée d’artefacts
liés a 'auto soustraction de la lumiére lisse du disque. Cette technique d’observation est aussi
peu efficace lorsque 'environnement est relativement invariant par rotation comme dans le
cas d’un disque vu de face.

D’autre part, il y a la différence polarimétrique d’image (DPI : Differential Polarimetric
Imaging) [van Holstein et al., 2020], qui est la technique utilisée dans cette thése et qui per-
met d’avoir acces a la morphologie de disques sans artefacts. Nous détaillons dans la section
suivante ce qu’est la polarimétrie et les méthodes d’observation en polarimétrie.

1.1.3 La polarimétrie en imagerie directe
1.1.3.1 Qu’est-ce que la polarimétrie

La lumiére peut étre vue comme une onde plane. Une onde plane est composée d’'un champ
électrique et d’'un champ magnétique qui se propagent dans la méme direction de propagation
de maniére proportionnelle. On appelle plan d’onde le plan (x,y) € R? x IR? orthogonal 4 la
direction de propagation. La figure[1.3| est une illustration d’onde plane.

Le champ électrique se propage en oscillant a une certaine longueur d’onde. On appelle
polarisation de la lumieére, la facon dont ce champ électrique se comporte dans le plan d’onde
en oscillant. La figure [1.4 montre ces différents états de polarisation.

On représente le champ électrique dans son plan d’onde par un vecteur complexe

e=pxel@*) ¢ 2 (1.2)

ou x représente le produit terme a terme des vecteurs, z € IR la position le long de la direction
de propagation, x = 27t/ avec A € R la longueur d’onde et w = 27c/A ou c est la vitesse
de propagation de 'onde. Ce champ électrique oscille avec une certaine amplitude complexe
p € C?, c’est son vecteur de polarisation. Ce vecteur de polarisation est celui qui va « tracer »la
forme de la polarisation dans le plan d’onde.

—— Champ électrique
—— Champ magnétique
B Front d’onde

/ /\\ a

FIGURE 1.3 — Schéma d’une onde électromagnétique plane, se propageant dans la direction du
vecteur z.
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1.1. L’étude des environnements circumstellaires en polarimétrie

Ce vecteur complexe est composé d’une phase 9 €] — 17, 77]? et d’une amplitude a € R? tel
que :

. (x) 100
s a’e

ou x représente le produit terme a terme des vecteurs.

Lorsque les composantes de a et de 9 sont quelconques, lors de la propagation de ’onde,
le vecteur de polarisation trace une ellipse dans le plan d’onde, comme décrit sur la figure[1.4¢]
On parle alors de polarisation elliptique. Il existe deux cas particuliers a cette polarisation.

Le premier cas est quand la différence entre les deux composantes de la phase est de 5 + 7,
Cest-a-dire 9% = 9 = 90 + 7, et que les deux composantes de 'amplitude sont identiques,
c’est-a-dire a® = a¥) = 4. Dans un tel cas, le vecteur de polarisation trace un cercle dans
le plan d’onde, comme sur la figure on parle alors de polarisation circulaire. En effet,
I’équation du vecteur de polarisation dans un tel cas est :

p= aeis( ! ) (1.4)

+i

En calculant la position de ce vecteur en fonction de 9, on obtient bien I’équation d’un cercle
de rayon a.

A A A

—

\

(a) Polarisation linéaire (b) Polarisation circulaire (c) Polarisation elliptique

FIGURE 1.4 — Les différents états de polarisation de la lumiére (source : Wikipedia, figures libres

de droit).
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Le second cas est quand la différence entre les deux composantes de la phase est un mul-
tiple de 71, c’est-a-dire 9¥) = @ = W) + 11, et que les deux composantes de 'amplitude sont
identiques, c’est-a-dire a*) = a®) = a. Le champ électrique oscille alors de maniére rectiligne,
comme sur la figure[1.4alet on parle alors de polarisation linéaire. Dans le cas de la polarisation
linéaire, I’équation du vecteur de polarisation linéaire est :

! cos(0)
— 0ld —
p =ae (—1)_a(sin(6)) (1.5)
Ce vecteur en coordonnées polaires défini donc une droite paramétrée par I'orientation 6. On

appelle 6 angle de polarisation linéaire. C’est 'angle que fait le vecteur par rapport a ’axe des
abscisses dans le plan (x,p).

De maniere géométrique, la polarisation linéaire est un cas ou le petit rayon de l'ellipse
est nul, tandis que la polarisation circulaire est le cas ou le grand rayon et le petit rayon sont
égaux.

Différents instruments permettent de polariser la lumiere ou de transformer la polari-
sation de la lumiere polarisée. Les polariseurs par absorption, sont généralement basés sur
l'utilisation de cristaux présentant un dichroisme. Ils servent a transformer toute lumiére en
une lumieére polarisée linéairement, dont ’angle de polarisation linéaire est perpendiculaire
a 'orientation du polariseur (orientation spécifique sous forme de micro fentes). L’utilisation
de matériaux biréfringents permet de transformer ou moduler artificiellement les phases des
vecteurs de polarisation. C’est le cas de la lame demi-onde, qui orientée d’un certain angle a,
fait tourner le vecteur de polarisation de —2a. Une lame quart-d’onde va de plus retarder I'une
des composantes de la phase de 7t/2, transformant ainsi la lumiére polarisée linéairement en
lumiere polarisée circulaire et inversement. Une description mathématique de I'effet des outils
optiques utilisés dans I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS sur le champ électrique sera faite
dans la suite de ce chapitre.

1.1.3.2 La polarimétrie en astrophysique

Différentes sources de lumiere polarisée ou partiellement polarisée peuvent étre trouvées
dans 'univers. En général, la lumiere polarisée est le résultat de la diffusion de lumiére non-
polarisée sur certains matériaux. Son observation permet de nombreuses études en astro-
physique, comme 1’étude du milieu interstellaire et des régions de formation d’étoile dans
les nébuleuses, I'étude du Fond Diffus Cosmologique (CMB : Cosmic Microwave Background)
[Adam et al., 2016]], ou encore dans notre cas, I’'observation des environnements circumstel-
laires.

Les environnements circumstellaires sont proches d’une étoile hote. La lumiére d’une étoile
est non-polarisée, c’est-a-dire qu’a un temps ¢ donné, 'amplitude a € R? et la phase 9 €] —
7, 7t]? de son vecteur de polarisation p € C? sont des vecteurs aléatoires, de composantes
respectivement indépendantes et identiquement distribuées. Cette lumiere se propage dans
toutes les directions et se diffuse sur la poussiere.

Lors de sa diffusion par des grains de poussiéres, la lumiére d’une étoile se polarise par-
tiellement, c’est la diffusion de Rayleigh ou de Mie selon la taille des grains. Dans le cas des
particules sphériques, la lumiére diffusée perpendiculairement a I’angle d’incidence de la lu-
miere est presque entierement linéairement polarisée. De plus, I'angle de polarisation linéaire
est alors perpendiculaire a I'angle d’incidence.
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Les grains de poussiére composant les environnements circumstellaires sont assimilés a
des agrégats vaguement sphériques. L’étude de la lumiere des environnements circumstel-
laires permet 'observation de particules dont la taille dépend de la longueur d’onde a laquelle
on les observe [Mulders et al., 2013]. Comme évoqué plus tot, il est alors possible avec l'in-
terférometre ALMA d’observer la lumiére émise par les grains millimétriques présents en
particulier dans le plan médian du disque. Aux longueurs d’ondes de l'infrarouge proche
(NIR : Near InfraRed), c’est-a-dire entre 0, 9ym (micrometres) et 2, 5um, les grains vont étre du
méme ordre de grandeur. Il est possible en imagerie directe dans le proche infrarouge d’étu-
dier la lumiere réfléchie par ces grains micrométriques présents a la surface du disque. Les
deux instruments permettant aujourd’hui ce type d’observations sont le Gemini Planer Ima-
ger (GPI) [Macintosh et al., 2014]] et 'instrument Spectro-Polarimeter High-contrast Exopla-
net REsearch (SPHERE) [Beuzit et al., 2019]. C’est sur les observations en polarimétrie de ce
dernier qu’est basé le travail de ma these.

1.1.4 L’instrument ESO/VLT-SPHERE

L’instrument = Spectro-Polarimeter High-contrast Exoplanet REsearch (SPHERE)
[Beuzit et al., 2019] est un instrument de 'observatoire européen, European Southern Obser-
vatory (ESO). Il est placé sur I'une des deux plateformes Nasmyth du troisiéme des quatre tres
grands télescopes (VLT-UT3) situés dans le désert d’Atakama au Chili. Il est composé de trois
sous systémes instrumentaux permettant I’acquisition de données dans des modes différents.
Ceux-ci sont visibles sur la photo

— Le spectrographe intégrale de champs (IFS : Integral Field Spectrograph)[Claudi et al., 2008]],

permet d’acquérir des images de cibles astrophysiques a différentes longueurs d’ondes,
dans le domaine de l'infra-rouge proche. Il est utilisé pour la détection d’exoplanetes
[Flasseur et al., 2018]], pour I’étude d’objets distants du systéme solaire comme les asté-
roides [Berdeu et al., 2020]] mais aussi pour I’étude des environnements circumstellaires
[Pairet et al., 2018a, Pairet et al., 2019].

— Le polarimétre ZIMPOL, pour Ziirich IMaging Polarimeter) [Schmid et al., 2018] per-
met une observation en polarimétrie et en imagerie a des longueurs d’ondes du visible
entre 0, 5um et 0, 9um. Il est utilisé pour I'étude des environnements circumstellaires
et I’étude d’objets distants de notre systeme solaire.

— Le spectrographe a image duale IRDIS (InfraRed Dual-Band Imaging and Spectroscopy),
permet a la fois une imagerie a différentes longueurs d’ondes, et une imagerie en po-
larimétrie. Il permet, grace a son mode double-bande, d’obtenir simultanément deux
images a deux longueurs d’ondes proches ou deux polarisations différentes. Ce sont
respectivement les modes Dual Band Imaging (DBI) [Vigan et al., 2014]] et Dual Pola-
rimetry Imaging (DPI) [Langlois et al., 2014, de Boer et al., 2020]]. Ces modes sont utili-
sés pour ’étude des environnements circumstellaires, la détection d’exoplanétes, mais
aussi I’étude d’objets de notre systéme solaire. Il posséde également un mode longue
fente [Vigan et al., 2010]. Ce mode est particulierement utilisé pour la caractérisation
d’exoplanétes en moyenne résolution spectrale.

C’est sur les données DPI de ce dernier instrument qu’est basée ma thése. Mon but étant
de modéliser I'action de I'instrument sur le champ électrique de la lumiere, il est nécessaire
de comprendre comment fonctionne I'instrument SPHERE/IRDIS. La figure [1.5b| représente le
cheminement de la lumiére a travers I'instrument.
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(a) Photo de I'instrument ESO/VLT-SPHERE sur la plateforme Nasmyth du VLT-UT3 (crédits : Maud
Langlois).
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(b) Schéma de 'instrument ESO/VLT-SPHERE/IRDIS (source : [de Boer et al., 2020]]).

FIGURE 1.5 — Le spectro-polarimétre SPHERE.
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Lors de son arrivée sur le télescope, la lumiere est réfléchie par le miroir primaire M1,
puis par le miroir secondaire M2 et enfin le miroir M3 qui envoie la lumiére vers les instru-
ments d’'une des deux plateformes Nasmyth, dont SPHERE, ou, si le miroir M3 n’est pas utilisé,
directement au foyer Cassegrain du télescope.

Une fois dans 'instrument SPHERE, la lumiére est réfléchie par un quatrieme miroir M4.
Elle passe alors par un polariseur, qui peut étre activé ou désactivé, dont I'utilité lors de son
activation est de calibrer la polarisation instrumentale [van Holstein et al., 2020]. En mode
polarimétrique, la lumiére passe alors par une lame demi-onde qui, orientée d'un angle a, fait
tourner la polarisation de la lumiére de 2a. Cette lame demi-onde est tournée au long des
acquisitions selon le cycle d’angle a € {0°, 45°, 22,5°, 67,5°}, correspondant a une rotation
de la polarisation respective d’angle 2a € {0°, 90°, 45°, 135°}.

La lumiere résultante passe alors par le dérotateur : un ensemble de trois miroirs qui
tourne en continu lors de Iacquisition de la lumiere. Le but de cet ensemble de miroirs est,
soit de compenser la rotation du ciel au cours de la séquence d’observation, on parle alors
de mode champs stabilisé, soit de compenser la rotation de la pupille lors du suivi de la cible
par le télescope, on parle alors de mode pupille stabilisée. Le premier cas correspond a ce
qui est utilisé pour le mode DPI et le second cas pour le mode ADI. La perspective actuelle
étant de combiner DPI et ADI et donc d’extraire des mesures polarimétriques en mode pu-
pille stabilisée. La lumiere passe ensuite a travers un systeme d’optique adaptative extréme
[Fusco et al., 2006, Petit et al., 2012]], qui permet de compenser la turbulence atmosphérique a
partir d’étoiles de références. La lumieére est alors séparée en lumiere visible, qui est envoyée
vers ZIMPOL, et proche infrarouge, qui est envoyée vers I'IES et 'instrument IRDIS. Avant
d’entrer dans les instruments IFS et IRDIS, la lumiére passe par un apodiseur, qui n’est utilisée
qu’avec le coronographe de Lyot dans IRDIS pour apodiser le motif de diffraction des objets
brillants, puis a travers un masque coronographique [Carbillet et al., 2011]] situé dans le plan
focal. Les instruments IFS et IRDIS peuvent étre utilisés ensemble ou séparément. Dans le pre-
mier cas, la lumiére est alors séparée par une lame dichroique. Dans le second cas, la lumiere
est envoyée vers I'une ou 'autre des unités a I’aide d’un miroir.

Une fois arrivée dans I'instrument IRDIS, la lumiére passe a travers une roue a filtre per-
mettant I'observation dans les bandes Y (de 0,97yma 1,11ym), J (de 1,12ym a 1,37um), H
(de 1,48ym a 1,77um) et Kg (de 2,03uym a 2,33um). La lumiere passe ensuite a travers le
stop de Lyot qui, alli¢ a 'apodiseur et au masque, permet de réduire I'effet de diffraction des
objets brillants d’un facteur 10 a 100 selon la longueur d’onde.

Ensuite, la lumiére est séparée en deux par une lame séparatrice. Les deux faisceaux lumi-
neux résultants sont envoyés simultanément a travers une seconde roue a filtre qui peut étre
activée pour le mode DBI ou bien utilisée avec deux analyseurs croisés pour le mode DPI. Ces
analyseurs sont constitués de deux polariseurs orientés respectivement d’un angle de 0° et de
90°. Le role de ces polariseurs est de filtrer la lumiére dont la polarisation n’est pas alignée
avec eux.

Enfin les deux faisceaux de lumiére sont imagés sur un méme détecteur infrarouge, sur
une zone de 1024 x 2048 pixels, chaque faisceau étant projeté sur une moitié de 1024 x 1024
pixels. On parle de partie gauche et de partie droite du détecteur pour les faisceaux arrivant
respectivement des analyseurs orientés de 0° et de 90°. En éclairant les différentes parties
du détecteur, les photons composant la lumiére excitent des couches d’électrons. Le nombre
d’électrons excités en ce pixel est alors enregistré. Il est proportionnel au nombre de photons
ayant atteint ce pixel. Le facteur de proportionnalité entre le nombre de photons incidents et
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le nombre d’électrons enregistrés est appelé rendement quantique. Ce nombre d’électrons est
ensuite multiplié par un autre facteur, le gain du détecteur, permettant de convertir un nombre
d’électrons en valeur numérique.

Finalement, aprés une séquence d’observation avec I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS
en mode polarimétrie, on acquiére un jeu de données dans lequel la lame demi-onde a fait
plusieurs cycles. Les images sont composées de deux sous-images gauche et droite, avec une
polarisation différente. Lors des modulations de la polarisation dans I'instrument, les résidus
de lumiere stellaire étant non-polarisés reste inchangés, tandis que la lumiere polarisée linéai-
rement du disque tourne. C’est grace a cette variété qu’il est possible de démélanger les deux
sources.

1.1.4.1 Calibration et prétraitement des données

Les données brutes acquises par le détecteur de I'instrument IRDIS ne sont pas exploitables
telles quelles. Tout d’abord, elles sont polluées par le fond thermique de I'instrument et du ciel,
qui rayonne plus ou moins fort dans le proche infrarouge selon la longueur d’onde. De plus,
le détecteur n’est pas éclairé de maniére uniforme, c’est-a-dire que les parties gauche et droite
du détecteur sont éclairées différemment. Enfin, un certain nombre de pixels sont défectueux
et polluent les données.

Dans ’état-de-I’art, les données sont calibrées et pré-traitées a partir du pipeline de 1'ins-
trument [Pavlov et al., 2008]. D’une part, un fond moyen est estimé a partir de données de
ciel sans objet d’intérét. D’autre part, on calcule le champ plat, c’est-a-dire 1’éclairement du
détecteur en chaque pixel, a partir de données ou le détecteur est éclairé par une lampe uni-
forme spatialement, interne a I'instrument. Enfin, une carte de pixels morts ou défectueux est
calculée. Les données calibrées sont alors obtenues par soustraction du fond et division par le
champ plat.

Les acquisitions sont triées afin d’enlever celles qui ne peuvent étre exploités, a cause par
exemple de la turbulence atmosphérique ou du bougé de I'instrument. Les cycles de lame demi-
onde contenant ces données sont alors mis de coté et ne sont pas inclus dans les cubes de
données pré-traitées.

Ces cubes sont alors obtenues par interpolation des mauvais pixels, découpage des images
gauche et droite et recentrage des images, afin que les centres des étoiles hotes, calculés a
partir de données spécifiques, soient a la méme position sur les images gauche et droite. Cela
est nécessaire pour pouvoir utiliser les méthodes de I’état-de-1’art.

Dans le cas ou le champ d’observation est tourné d’un angle artificiel, il est nécessaire de
tourner les données avant ou apres la reconstruction.

Il faut noter que d’autres éléments entrent en compte dans la calibration des données, tels
que le bruit de lecture, le gain et le rendement quantique en chaque pixel du détecteur. Cepen-
dant, ces calibrations ne sont pas prises en compte par le pipeline, ou alors de maniere uniforme
pour tout le détecteur. Dans le chapitre [f] je présente une facon d’estimer conjointement les
parametres de calibration des données basée sur I’approche inverse.

1.1.5 Méthodes de reconstruction en imagerie directe polarimétrique

Le but des méthodes de reconstruction en imagerie directe polarimétrique est, a partir d'un
jeu de données, de démélanger la lumiere non-polarisée du résidu stellaire et du disque et la
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lumiere polarisée du disque, sous forme d’intensité. On notera tout au long de cette theése res-
pectivement I et IP pour les intensités, ainsi que 6 I'angle de polarisation linéaire du disque.
Avant d’étudier les méthodes de démélange de la lumiere polarisée IP de la lumiére non-
polarisée I a partir des données de I'instrument ESO-VLT SPHERE, il est nécessaire d’énoncer
les différents formalismes permettant de représenter I’action des différents éléments optiques
de l'instrument sur la polarisation de la lumiére qui le traverse.

1.1.5.1 Les différents formalismes

Il existe deux formalismes pour décrire les signaux polarisés et leurs transformations, soit
sous forme de champ électrique, soit sous forme d’intensité. Le premier est le formalisme de
Jones. Il représente les transformations de la polarisation par les éléments optiques au niveau
du champ électrique dans C?. Le second est le formalisme de Mueller et représente les trans-
formations de la polarisation par les éléments optiques sur les paramétres de Stokes dans R?,
qui correspondent a des intensités. L’intensité d’un champ électrique quelconque e € R? est
donné par I'espérance temporelle de son module carré, c’est-a-dire :

7= IEt[|e|2]. (1.6)

Il est donc possible de passer d’'un formalisme a I'autre en passant du champ électrique a
I'intensité en utilisant la relation ci-dessus.

Dans le cas du formalisme de Jones, qui est plus intuitif, le changement de polarisation
du champ électrique induit par un élément optique est représenté par une matrice de M,(C),
c’est-a-dire une matrice complexe de taille 2 x 2. Cette matrice est encadrée de part et d’autre
par des matrices de rotation réelles permettant de se placer dans le repére de 'optique pour
effectuer la transformation, puis de revenir dans le repére initial.

Chaque élément optique dans I'instrument atténue I’amplitude du vecteur de polarisation
d’un facteur ¢ > 0 et retarde la phase d’un angle 6 €] — 7t, 7t]. Pour tous éléments optiques ne
transformant pas la polarisation dans I'instrument, comme les miroirs, les lames séparatrice et
dichroiques, 'idéal serait que ’atténuation et le retard soient nuls, pour ne pas induire de pola-
risation instrumentale, mais ce n’est jamais le cas. On appelle alors polarisation instrumentale
toutes ces transformations non souhaitées de la polarisation. Il est possible de la calibrer a
I’aide de données de calibration [van Holstein et al., 2020]].

La matrice de Jones d’un élément optique appliquant une atténuation ¢ de I'amplitude et
un retard 6 de la phase est donnée par :

Jes = (1 O—ié)- (1.7)

0 ce

La matrice de rotation associée, pour un instrument orienté d’un angle ¢ par rapport au repere
initial est donnée par :
cos@ sing
= . , 1.8
¢ (—sm(p COS(p) (18)
ou I'axe principal du repére initial est choisi comme I’axe Sud-Nord. Dans le cas de la lame
demi-onde, on a alors ¢ = 1 et 0 = 1 tandis que I'angle ¢ correspond aux positions a €
{0°,45°, 22,5°,67,5°} que prend la lame demi-onde, ce qui donne

sina cosa J\0 —1/\-sina cosa sin2a —cos2«a

cosa -sina\[{l O cosa Sina cos2a sin2a
emn (02 A

), (1.9)
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ou T représente la transposée de la matrice. Pour les analyseurs croisés, cela correspond au

cas ou € = 0 et ou ¢ vaut respectivement 0° et 90°.

Par ailleurs, on remarque que le rang de la matrice de Jones dans le cas des analyseurs est
réduit a 1. I est donc possible, plutot que de représenter le passage par les analyseurs par un
produit matrice-vecteur, de le représenter par le produit scalaire Hermitien entre le vecteur
représentant ’analyseur et le vecteur du champ électrique avant passage dans les analyseurs.
Les deux méthodes sont équivalentes et cela évite le passage par la norme du champ électrique
lors du passage a I'intensité. On exprime alors I’analyseur orienté d’un angle 1, par le vecteur
de Jones suivant :

_( cos()
i (—sin<¢>)'

En effet, le vecteur de Jones d’un analyseur aligné sur I’axe principal est donné par le vecteur :

o)

De ce fait, si 'analyseur est orienté d'un angle 1) par rapport a I'axe principal, cela revient a
appliquer la matrice de rotation d’angle 1 a ce vecteur, soit :

[ cos(yp) sin(¢)\[1) ( cos()
0= \=sin(p) cos())\0] " \=sin(p)|

(1.10)

Dans le cas du formalisme de Mueller, on ne travaille plus sur le champ électrique mais sur
les paramétres de Stokes I, Q, U et V. Ces paramétres sont liés au champ électrique e € C? par
la relation suivante :

[=|e™]? +|e®)]?

Q = e™)? - |e®)]2
U= ZRz(e(x)m)
V= —ZIm(e(x)e(y))),

(1.11)

ou ~ représente le conjugué d’un nombre complexe et Re,Im représentent respectivement la
partie réelle et la partie imaginaire d'un nombre complexe. Le parametre I représente 1'in-
tensité totale, polarisée et non-polarisée de la lumiere. Les parameétres Q et U représentent
respectivement les intensités polarisées linéairement horizontale et verticale, c’est-a-dire pro-
jetée dans le repere principal et projetée dans un repere tourné de 45°. Enfin le parametre V
représente la polarisation circulaire.

L’influence du changement de polarisation sur les parametres de Stokes est modélisée par
une matrice de My(IR), c’est-a-dire une matrice réelle de taille 4 x 4.

La matrice de Mueller d’un élément optique induisant une atténuation ¢ de I'amplitude et
un retard 6 de la phase est donnée par :

1+e2 1-¢2 0 0
1{1-¢% 1+¢2 0 0
€07 51 0 0 2ecosd  2esind | (1.12)
0 0 —2esind 2£c0so
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La matrice de rotation associée selon I'orientation ¢ de I’élément optique est donnée par :

1 0 0
|0 cos2¢ sin2¢
? 10 —sin2¢p cos2¢
0 0 0

R (1.13)

_ o O O

Le passage d'un formalisme a 'autre consiste seulement, a partir du formalisme de Jones
en calculer :

M =A(Js®T05)A7" (1.19)

ou J, 5 estlamatrice de Jones donnée par I’équation (1.7), ® représente le produit de Kronecker,
* représente 1’adjoint de la matrice et

(1.15)

O e )
|
—

Dans la littérature, le formalisme de Mueller sur les parametres de Stokes est générale-
ment favorisé par rapport au formalisme de Jones dans le cas d’étude d’environnements par-
tiellement polarisés. C’est pourquoi pour 'observation a haut-contraste des environnements
circumstellaires, c’est ce formalisme qui est utilisé.

Dans le cas de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS, la polarisation circulaire V ne peut
pas étre mesurée, car I'instrument ne dispose pas d’'une lame quart-d’onde. Dans la suite on
ne parle alors plus que des parametres I, Q et U.

1.1.5.2 Les méthodes de I’état-de-I’art

Rappelons que notre but est, a partir des données en polarimétrie de I'instrument ESO-
VLT SPHERE IRDIS, de démélanger la lumiere polarisée linéairement de I'environnement de
la lumiére non-polarisée de 1’étoile et de I'environnement. Ce que I'on souhaite obtenir a la
fin, sont des cartes d’intensité non-polarisée de 1’étoile et de 'environnement I, d’intensité
polarisée linéairement de I’environnement IP et d’angles de polarisation linéaire 6. Ces cartes
sont composées de N pixels et on note n € {1,... N} 'indice du pixel de la carte. Les paramétres
de Stokes I, Q et U sont liés a ces quantités par les relations, pour tout pixel n € {1,... N} :

L,=I1'+1;
Q, =I5 cos26, (1.16)
U, =1I}sin26,

Le but des méthodes de I’état-de-I’art est de retrouver les cartes de parametres I, Q et U par
combinaisons des intensités acquises par le détecteur. Pour comprendre leur fonctionnement
physique, il faut comprendre comment I'intensité et ’angle de polarisation sont modifiés par
les éléments optiques principaux de 'instrument, comme la lame demi-onde et les analyseurs.

Tout d’abord, regardons ce qu’il se passe lors du passage de la lumiére polarisée linéaire-
ment par lalame demi-onde. Soit un champ électrique e,, polarisé linéairement, qui va atteindre

21



Chapitre 1. Etat-de-I'art et formalisme

le détecteur en le pixel n € {1,... N}, de vecteur de polarisation p, d’amplitude p, et d’angle
de polarisation 6,,. Son intensité est donnée par

I} = Ey[les*| = Bi[(pncos 6,)° + (p,sin6,)’] = Ey[p7] = py, (1.17)

car son amplitude est constante par rapport au temps. On voit par ailleurs que pour de la
lumiére polarisée linéairement, I'intensité est le carré de 'amplitude. Lors du passage par la
lame demi-onde orientée d’un angle «, alors 'angle de polarisation se retrouve retardé de 2a.

En effet, le vecteur de polarisation du champ électrique e2" sortant est donné par :

out _ [€os(2a) sin(2a) \[pncosO,\ (p,cos(0,—2a)
" \sin(2a) -—cos(2a))\p,sin6, pysin(6, —2a) |

Le champ électrique résultant est donc polarisé linéairement avec un angle de polarisation li-
néaire de 0,, — 2a. De ce fait, 'intensité associée est le carré de ’amplitude soit [ ,I; également.
Lors du passage de la lumiére linéairement polarisée par la lame demi-onde, son angle de po-
larisation tourne d’un angle de 2« tandis que son intensité reste inchangée.

Regardons maintenant comment se comporte la lumiére non-polarisée lors du passage par
la lame demi-onde. La lumiére est non-polarisée signifie qu’elle posséde a chaque temps ¢ > 0
une polarisation aléatoire, de vecteur d’amplitude et de vecteur de phase aux composantes
aléatoires, centrées, indépendantes et identiquement distribuées. Cet aléa peut se transcrire
de maniére simplifiée par le fait qu’elle posséde toutes les orientations de polarisation linéaire
possibles, c’est-a-dire qu’a un temps f > 0 donné, la polarisation non-linéaire peut s’écrire
comme un vecteur de polarisation linéaire aléatoire u, ,, qui atteint le détecteur en un pixel
1 € {n,... N} d’amplitude aléatoire u; , > 0, centrée et de variance (73”, et d’angle de polarisa-
tion aléatoire 9, ,, €], 7]. On a alors d’apres que l'intensité de la lumiere non-polarisée
est donnée par I;; = lEt[utz’] = 0?2 . On a aprés passage dans la lame demi-onde au temps t > 0 :

Uy

out __ ut,n COS(St,n - 2“)

b\ uy sin(Sy, — 2a) |

etdonc d’apres I,‘jout = 03’,1. Lalame demi-onde n’affecte donc pas I'intensité non-polarisée.
De plus comme 9, ,, prend toutes les valeurs comprises entre | — 7, 7] de maniére identique-
ment distribuée, on comprend bien que le retard de 2« induit par la lame demi-onde ne va
avoir aucune influence sur la moyenne temporelle des angles.

Concentrons-nous maintenant sur I'influence des analyseurs sur la polarisation de la lu-
miére. L’action d’un polariseur sur 'intensité de la lumiére polarisée linéairement est donné
par la loi de Malus suivante :

Définition 1.1.1. Loi de Malus : Soit une onde polarisée linéairement, d’amplitude p et d’angle
de polarisation 0, passant par un polariseur parfait orienté d’un angle 1. Si on note I? Uintensité
de cette onde, Uintensité transmise par le polariseur est donnée par :

1P = [P cos? (6 —1p). (1.18)

Démonstration : (Fin page[23) Soit e le champ électrique d’une onde polarisée linéai-
rement défini comme précédemment. En passant a travers un polariseur parfait orienté d'un
angle 1, le vecteur de polarisation p°"* du champ électrique e°"* résultant est donné par :
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pout_(cos¢ —singb)(l 0)( cos sinz,b)(pcos@)_(pcos(6—¢)cos(¢))

sinyp cosyp J\0 Of\-sinyp cosy/\psin@] \pcos(6—y)sin(y))

En prenant ’espérance temporelle du module carré du champ électrique e®** pour avoir I’in-

tensité résultante, on obtient que :

PO =B [|e™?] = By (p cos (0 — 1) cos (1))” + (pcos (0 — p)sin ())* | = p cos® (0 - ).
) N 2 _ P At

car p et 0 sont fixes dans le temps. Or d’apres p-=1IP dou

1P = [P cos? (6 — ).
O

La loi de Malus donne directement I'expression de la valeur de l'intensité polarisée a la
sortie de I’analyseur. Etudions maintenant le comportement de I'intensité non-polarisée au
travers de I’analyseur. En appliquant la loi de Malus dans le cas de la lumiére non-polarisée,
nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 1.1.2. Soit une onde de lumiére non-polarisée d’intensité I entrante dans un pola-
riseur. Alors, Uintensité sortante de I'analyseur "' = 1%/2.

Démonstration : (Fin page En effet, soit u; le vecteur de polarisation du champ
électrique de I'onde de lumiére non-polarisée, d’intensité I, d’amplitude aléatoire u; > 0,
centrée et de variance o2 = I%, et d’angle de polarisation aléatoire 9, €]—1t, 7] de loi uniforme
sur | — 17, 7t].

On a alors d’apres la loin de Malus :

et = IEt[utzcos2 (9; — 1/;)] (1.19)
Par indépendance de u; et 9; on a:

Juout _ IEt[utz]IEt[COSZ (9 — l/))]
= I"E,| cos? (9, —4’)]

Iu TC )
= — cos (9; —1)dd
2 ) (9 — ) dd;
Iu 7T
=5 cos?(9;)d9; par invariance de la loi uniforme par rotation sur | - 7, 77|
T J-n
210 (72
= — cos? (9;)d9,
T Jo
Iu 7'[/2
=— cos(29;) + 1d¥;
T Jo
e [sin(29,) 1% 1m0
=—|—+9 = = —.
I 2 0 2t 2
L]
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Finalement on a la propriété suivante :

Proposition 1.1.3. Soit une onde de lumiére partiellement polarisée, d’intensité T = I" + 1P,
passant a travers une lame demi-onde orientée d’un angle a puis a travers un analyseur orienté
d’un angle 1\, alors l'intensité sortante est donnée par :

u

Loy = %+Ipcosz(9—(2a+gb)). (1.20)

Démonstration : (Fin page[24) En effet, aprés passage dans la lame demi onde, tous les
angles de la lame demi-onde sont retardés de 2ar. En remplacgant alors dans la loi de Malus 6

par 0 —2a et 9; par 9;—2a, on obtient que I(‘;ULZ = quyulthrIP?YUl}) =19/2+1Pcos? (0 — (2a + 1)).
, v, v, o

Comme évoqué plus tot, lors de 'acquisition des données, la lame demi-onde est posi-
tionnée selon le cycle d’angles a € {0°, 45°, 22,5°, 67,5°}. La lumiére passe ensuite par deux
analyseurs croisés, d’angles 1 € {0°,90°}.

Pour un pixel n € {1,... N}, les intensités atteignant le détecteur pour chaque combinaison
de position de lame demi-onde, d’aprés I'équation[1.20] sont les suivantes : Pour & = 0°, on a:

v u
Tooe00 = & + 1 cos?(0,) = (I8 + I + I cos 20,) = (I, + Q,,),

- , (1.21)
In,0°,90° = 711 + IE San (Qn) = %(In - Qn)
De méme, pour les acquisitions ot @ = 45°, on a:
Z-7’1,450,00 = %(In - Qn)! (1 22)
Ly 450,000 = 5(Ln + Qy).
Pour les acquisitions ou @ = 22,5°, on a:
v o .
Tu225000 = % + 1, cos? (0, +45°) = $(IV + I - I sin 20,)) = £(1, - U,), (1.23)
T =L1,+U,) '
n,22,5°,90° 2\in nje
Enfin, pour les acquisitions ou @ = 67,5°, ona:
Tu675000 = 3L+ Uy), (1.24)

1
T,1,67,5°,90° = 51, = Uy).

Il est important de noter que ’expression des intensités I;ul; ne correspond pas a I'intensité
enregistrée par le détecteur, mais a 'intensité atteignant le détecteur. En effet, comme évoqué
précédemment, la quantité enregistrée par le détecteur n’est qu une proportion de ’espérance
temporelle du nombre photo-électrons enregistrés, lié au rendement du détecteur. Cette espé-
rance temporelle est aléatoire, ce qui n’est pas pris en compte ici. Ne sont également pas pris
en compte le bruit de lecture du détecteur ainsi que la polarisation instrumentale que pour-
raient induire les éléments optiques de I'instrument, autres que la lame demi-onde et que les
analyseurs.
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La méthode la plus utilisée dans I’état-de-l’art, qui est la méthode de la double différence
[Tinbergen, 2005], ne tient pas compte de ces parametres et suppose que I'intensité acquise par
le détecteur apres calibration pour un pixel n € {1,... N} est I;;";" " Elle consiste en additionner
ou soustraire ces intensités afin de retrouver les parametres de Stokes. Pour un cycle de lame

demi-onde, on a :

I = Z1,00,00+Z1,00,900 + L1 450,00 +Z1,45°,900 +L1,22,50,00 +21,22,5°,90° +L11,67,50,00 +L1,67,5°,90°
n — 4 ’
Q, = Z1,00,00=ZL1,00,90° =Z1,45°,00 +Ly,45°,90° (1.25)
n — 2 ’ °
U, = —Z11,22,5°,0° +Z11,22,50,90° +Z11,67,5°,0° =L 1,67,5°,90°
n— 2

Le probléme de cette méthode est qu’elle n’est pas trés robuste aux effets instrumentaux.
Il en existe donc une seconde moins biaisée qui est celle du double ratio [Tinbergen, 2005,
Avenhaus et al., 2014]]. On commence par calculer les valeurs :

R — Z11,00,00/Z 00,90 et Ror = Z,1,22,50,00/ L1, 22,50,900
Q, = U, = :
" T, 450,00/ Ly 450,900 " Z,,67,50,0/ L1 67,5°,90°

que 'on combine ensuite comme :

Ry -1 Ry -1
Po, =5 —etpu, =5
Q™ Rg, +1 " Ry, +1
On calcule enfin :
I _ Zn,00,00+Z4,00,900 +Zp,45°,00 + Ly, 450,90°
Qu — 2
I _ Zu22,52,00+Z1,22,50,900 +Z11,67,52,0° +L,67,5°,90°
u, — 2 .

et donc finalement on a

IQ +IU
In — ?12 n
Q. =po,lo, (1.26)
U, =pu,lu,

Une fois ces trois parametres de Stokes retrouvés, il est possible de calculer I'angle de po-
larisation 6,,, I'intensité polarisée I}, et I'intensité non-polarisée I" par les relations suivantes :

I, =\Q%+ U3
0, =(1/2)arctan (U, /Q,,) (1.27)
I'=1,-1%.

Remarque : Pour minimiser les effets de polarisation instrumentale, lors de I’estimation I ,]3 ,
il est utile de projeter chaque pixel de I'image obtenue, orthogonalement et tangentiellement,
sur le cercle centré en I’étoile et dont le rayon correspond a la distance de ce pixel au centre.
Comme évoqué précédemment, la lumiere polarisée est issue de la diffusion de la lumiere
de I’étoile par la poussiére, d’'un angle de polarisation orthogonal a I’angle d’incidence de la
lumiere venant de I’étoile. L’hypotheése est que la polarisation du disque en chaque pixel est
colinéaire au cercle en ce pixel. En projetant orthogonalement, il ne reste alors que l'intensité
polarisée sans polarisation instrumentale. De méme, en projetant tangentielle, il ne reste alors
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que la polarisation instrumentale. On note ces deux projections dans ce référentiel radial P,, |
et P, |- Elles sont données par :

Pn,J_ = Qn Cos (Z(Pn) + Un Sin(zgon)

, (1.28)
Pn,|| =U,,cos (2%) —Q,sin (Z(Pn);

Xn—X0

Yn=Y0

dans le plan de 'image et (xg, ) celles du centre de I’étoile.

ou @, = arctan( ) avec (x,,, ;) correspond aux coordonnées cartésiennes du pixel n

Une facon de minimiser la polarisation instrumentale, est alors de minimiser le signal sur

P, par rapport a I'intensité non-polarisée comme proposé dans [Avenhaus et al., 2018]]. Soit
C =(c1,cp,03,¢4)  €R*et € >0, on pose pour tout n € {1,...N}:

Py =(Qu—coly —c4)cos (2(py +€)) + (Uy — 11 — c3)sin (2 (@, + €))

N u ] (1.29)
Pn,|| = (Un - Clln - C3)COS (2 ((pn + 8)) - (Qn - CZIn - C4)Sln (2((Pn + 8))
On résout alors le critére
N
. 2 .
l’I(ljlgn ;(Pm”) = nglgnf (C,e). (1.30)

On remarque que le critére est linéaire en C mais pas en ¢, on va donc chercher le minimum
de la fonction

fee)=minf(C,e). (1.31)

Comme cette fonction n’est pas convexe, on discrétise le petit ensemble auquel appartient ¢,
que l'on suppose étre -1, 1[, et on minimise en C pour chacun des points de discrétisation. La
minimisation en C revient a résoudre le probleme AC = B ou A est une matrice symétrique
de taille 4 x 4 mais de rang 2 uniquement. Il est donc nécessaire d’utiliser la décomposition en
valeurs singuliéres pour trouver le vecteur C minimal. Finalement, on choisit la valeur de ¢ et
le vecteur C associé donnant la plus petite valeur du critere.

Un algorithme permettant de trouver ce minimum sans avoir a discrétiser tout 'intervalle
est algorithme de type Brent [Brent, 1973].

Le probleme des méthodes de I’état-de-I’art est que la propagation des erreurs statiques et
statistiques n’est pas maitrisée, aussi bien lors des interpolations des pixels, qu’au moment du
pré-traitement des données et lors de la combinaison de celles-ci. C’est pourquoi dans cette
thése nous proposons une méthode de reconstruction des parametres I", IP et 6 par une ap-
proche de type «problémes inverses », qui permet cette maitrise des erreurs et permet d’estimer
ces parametres de maniére optimale.

Une autre facon de gérer la polarisation instrumentale est de la calibrer a ’aide de données
de calibration spécifiques, comme proposé par [van Holstein et al., 2020]]. L’auteur représente
I’ensemble des transformations de la polarisation dans I'instrument par une matrice de Muel-
ler M dont les entrées sont inconnues. A partir de données ot la polarisation est connue, il
vient alors estimer par un moindre carré les éléments de la matrice M.
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1.2 Excursion au coeur des «probléemes inverses »

Nous sommes dans une époque ou la taille des jeux de données, que ce soit en astrophy-
sique, en imagerie médicale, ou bien d’autre domaines, ne cesse d’augmenter. Il est donc néces-
saire de développer en continu de nouveaux outils numériques permettant a la fois le stockage
et le traitement de ces données, dans un moindre colt aussi bien en temps de calcul qu'en
mémoire.

On appelle méthode d’apprentissage, ou Machine Learning, toute méthode permettant d’ap-
prendre une information a partir de données. De la simple régression linéaire aux réseaux de
neurones, en passant par les arbres de décision et les décompositions multi-échelles, la faune
des méthodes disponibles est gigantesque et ne cesse de s’agrandir.

L’approche de type «probléemes inverses » peut étre considérée comme un sous-ensemble
de ces méthodes. Développée au cours des dernieres décennies, cette approche lie a la fois mé-
thodes probabilistes et méthodes d’optimisation continue. Ces deux types de méthodes pou-
vant étre reliées par formulation du maximum a posteriori [Tarantola, 2005].

Le but des méthodes de type «problémes inverses » est, a partir d’'un certain ensemble de
données d € RX suivant une certaine loi de probabilité dont le modeéle est connu, ou K est
le nombre de réalisations de cette loi de probabilité, de trouver un estimateur x € IRF des
parametres du modéle des données, ou L est la taille de 'estimateur. Cet estimateur s’obtient
en général par la résolution d’un probléme de minimisation de la forme :

X € Argmin [D(x) +R(x) + 1¢(x)] (1.32)
x€RL

ott @(x) : RF — R est un terme d’attache aux données, R(x) : RE — R est un terme de régu-
larisation facultatif, qui peut étre décomposé comme R(x) = Ag(Gx) ou G : R — RS est un
opérateur linéaire, g : RC —]— 00, +00] une fonction de pénalisation dont la contribution doit
étre ajustée par le paramétre A > 0, et 1o(x) : R — {0, +00} est I'indicatrice d’une contrainte
stricte C facultative sur le domaine de définition de x. Nous présentons ces trois termes en
détail dans la suite.

1.2.1 Probléme direct

La modélisation directe d’'un ensemble de données d = (dj)x¢q1,..x) en fonction du signal
d’intérét X = ( %g)ge{l,m 1} 8’écrit de maniére générale sous la forme :

d = B(f(X)), (1.33)

ol f : (R)* — (R)X est un opérateur de déformation du signal fixé, qui n’est pas nécessaire-
ment linéaire, et B : (R)X — (IR)X un opérateur de dégradation aléatoire. Dans le cas ot f est
linéaire, on peut alors I’écrire sous la forme f(x) = Ax ou A : Mg, (IR) est une matrice.

Dans cette thése, je travaille sous I’hypothése que les données d € IRX suivent une dis-

. . = L K s \ P I s
tribution normale, de moyenne f(x) : R — IR" ou le parametre x est I'inconnue que I'on
N . . o ey s ez 10

cherche a estimer, et de covariance ¥, on note d ~ N/ (f(x),Y). La densité de probabilité d’une
telle loi est donnée par :

(arw) 1 (a-r0)
VxeRE, L(d|x)= (1.34)
(2r)K det X
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T représente I'opérateur transpose et K le nombre de données valides.

Je travaille sous I'hypothese que les réalisations de d sont indépendantes pixel a pixel et
dans le temps, c’est-a-dire que le nombre d’électrons enregistrés par un pixel ne dépend ni du
nombre enregistré par ses voisins, ni du nombre enregistré a I’acquisition précédente. Cette
hypothése implique que la matrice de covariance X est diagonale avec les entrées X j = 0](2.

ou

1.2.2 Attaches aux données

La méthode la plus couramment utilisée pour estimer les parametres du modéle de données
est de maximiser la vraisemblance des données, c’est-a-dire :

X € Argmax L(d|x). (1.35)
x€RE
Selon 'expression de la densité, il peut étre plus simple de minimiser la co-logvraisemblance
des données :
—log L(d|x). (1.36)
Dans le cas Gaussien tel que celui présenté a I’équation (1.34), ou ¥ est connu, trouver un
estimateur de X correspond alors a minimiser la co-logvraisemblance :

~log £(d}x) = 3(d~ f(¥) 57 (d - fx)) = 5l - F IR (137

La norme au carrée pondérée par I'inverse de la matrice de covariance ||- ||)2:_1 correspond au
carré de la distance de Mahalanobis [Mahalanobis, 1936]].

Dans le cas de données séparables, la co-logvraisemblance des données peut se réécrire
sous la forme :

K
1 2

~log £(d|x) = Z—Z(dk ~filx)” (1.38)

20

k=1 "7k

Dans les deux cas, estimer le parameétre x revient a résoudre le probléme de minimisation :
X € Argmin —log L(d|x). (1.39)
xeRL

On pose alors @(x) = —log £(d|x) comme attache aux données. D’apres le théoréme de Fermat
sur les points stationnaires, résoudre consiste a trouver X € R tel que VO (x) = 0.
L’unicité de X n’est cependant pas respectée si @ n’est pas strictement convexe. L’ajout de
contraintes peut permettre de réduire ’espace des solutions.

D’un point de vue statistique, I’estimationx de X est une variable aléatoire. Or, la variance
de x dépend du conditionnement de @, ce qui peut étre problématique dans le cas ot VO est
mal conditionné, car cela va augmenter la variance de .

En effet, plagons-nous pour commencer dans le cas ou f est linéaire, c’est-a-dire que I'on
peut écrire f(x) = Ax avec A : Mg, (IR). Supposons que les données d € RX peuvent s’écrire
sous la forme d = AX + B ot B~ N(0,X). Supposons également que A*Y. "L A est inversible.
Ona:

VO®) =0 ATE ™ (d-A%) =0 (1.40)
AT Ax = AT (A% +p) (1.41)
oT=F+(ATTA) AT (1.42)
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Or si A*Y "L A est mal conditionnée, on a alors :
fuon -1
K- =lI(A="A) A= Bl (1.43)

et donc toute petite perturbation dans f va se retrouver amplifiée et donc augmenter la va-
riance de l'estimation X.

Pour pallier ce probléme, il est alors usuel d’ajouter a ’attache aux données un terme per-
mettant d’améliorer le conditionnement et de baisser ainsi la variance de x. D’un point de vue
statistique, cela consiste en un a priori sur la loi de probabilité de x. En terme d’optimisation,
cela consiste en I’ajout d’un terme de régularisation.

1.2.3 Régularisations

Le choix du type de régularisation utilisée pour résoudre le «probléme inverse » va dépendre
des structures attendues dans les images des environnements reconstruits. C’est-a-dire si les
environnements sont des objets étendus et réguliers, avec des bords francs ou alors seulement
composés d’éléments ponctuels. Dans les valeurs des parametres x, les structures lisses vont
se traduire par des faibles variations d’intensité pixel a pixel, les bords francs par de grands
sauts d’intensité le long des bords, et enfin pour les éléments ponctuels, par peu de pixels avec
de l'intensité parmi de nombreux pixels nuls.

Ces termes de régularisation peuvent tous s’écrire sous la forme :

R(x) = Ag(Gx) (1.44)

ou A > 0 est 'hyperparametres qui va réguler la contribution de la régularisation,
g : IRC —] - 00, +00] la fonction de coiit et G : RN — RS un opérateur linéaire. Cela peut
étre vu par analogie, comme un Lagrangien ou A > 0 serait le multiplicateur de Lagrange.

Dans le cas des environnements circumstellaires, on s’attend a avoir des images d’objets
étendus dans le champ, dont les intensités en chaque pixel sont relativement homogenes. Les
bords peuvent étre assez francs et il est également possible, dans le cas ou il y a des étoiles
dans le champ, d’avoir une composante parcimonieuse.

Dans le cas de recherche d'un parameétre x parcimonieux, il s’agit tout simplement d’utiliser
la norme ¢; sur les valeurs de x, ce qui donne pour tout A > 0 par :

R(x) = Allxlle, - (1.45)

En augmentant la valeur du parameétre A, on favorise une solution «creuse », c’est-a-dire avec
peu d’élément non-nuls.

Pour une pénalisation sur la régularité des valeurs, on va en général pénaliser le gradient
des images. Pour un pixel 7 € {1,... N} d’une image, on note son gradient par (Dx), € R?. 1l
est composé d’une différence horizontale et verticale des pixels, c’est-a-dire si ’'on note (x,, y,,)
les coordonnées cartésiennes du pixel n € {1,... N} dans le plan de I'image :

(th) Xx,+1,9, — Xx
Dx), = =T ) 1.46
( )n ((Dvx)n xxw%ﬁ-l - xxn:yﬂ ( )

Pour le calcul du gradient au bord de I'image, on suppose soit que I'image est périodique, soit
continue et donc de gradient nul.
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La pénalisation sur le gradient la plus simple consiste en une simple pénalisation quadra-

tique du gradient, c’est-a-dire pour tout A > 0 :
A 2
R(x) = 5 IDxIE, (147)

C’estlarégularisation de Tikhonov, qui fut introduite en tout premier lieu dans [Tikhonov, 1963]].
Cette pénalisation permet lors de ’estimation d’un parameétre d’obtenir une solution relative-
ment lisse. L’avantage d’une telle pénalisation est qu’elle est quadratique et donc différen-
tiable. Cela permet soit d’obtenir une expression explicite de la solution soit I'utilisation d’al-
gorithmes tres rapides pour la recherche du minimum. L’inconvénient d’une telle régularisa-
tion est qu’elle ne gere que tres difficilement les sauts d’intensités dans une image et va avoir
tendance a lisser les bords, ce qui peut étre génant lorsque I'objet observé a des bords francs.

La régularisation la plus classique permettant de préserver les bords est la Variation Totale
[Rudin et al., 1992]] (TV : Total Variation). Cette pénalisation, proposée par Rudin et al. en 1992,
consiste en une pénalisation par la norme ¢; des valeurs du gradient, afin que celui-ci soit
parcimonieux, c’est-a-dire pour tout A > 0 :

R(x) = Al|Dxle,. (1.48)

La norme ¢; étant moins sensible aux valeurs extrémes que la norme ¢,, une pénalisation par
la norme ¢; sur le gradient va donc privilégier un gradient parcimonieux et donc une solution
constante par morceaux, ce qui correspond a des bords francs. Il existe également une version
isotrope de cette régularisation donnée par :

N
RMﬁ:MDﬂMJ:AZ:JGwﬂ%HDWﬁ. (1.49)
n=1

Il est possible d’utiliser une approximation hyperbolique différentiable de la variation to-
tale, ou TV hyperbolique (TV-h) [[Charbonnier et al., 1997], qui pour tout A,y > 0 est donné

par :
R(x) = A(,/||Dx||§ +u? - ;4). (1.50)

Le parametre y permet de tendre soit vers une régularisation quadratique, avec des bords lissés
comme Tikhonov, soit lorsque y tend vers zéro, tendre vers TV avec des bords plus francs. La
figure (1.6 montre le comportement des normes ¢5, {; et 'approximation hyperbolique de ¢y,
pour différentes valeurs de A et p.

Une autre fonction connue permettant d’approximer la norme ¢; est la fonction de Huber
[Huber, 1992]], qui consiste a prendre la norme ¢; pour les valeurs supérieures a une certaine
valeur de p > 0 et la norme ¢, pour les valeurs en dessous de y. L’expression de la Variation
Totale approximée avec la norme de Huber est donnée par :

R(x) = /\”Dx”Huber' (1-51)

ou
lxlle, = sillxlI> >

2
Vx e R%, ”x”Huber =31 I ”2 :
2—’4 X sinon.

(1.52)
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Autour de 0 la norme est alors quadratique. De plus, si y — 0 alors on retrouve également la
norme ¢;. Le comportement de la norme de Huber est également présenté sur la figure

On peut observer sur la figure [1.6| que les régularisations en utilisant une approximation
hyperbolique de la norme ¢; et Huber sont trés similaires, le passage a quelque chose de qua-
dratique étant plus doux avec I’approximation hyperbolique.

L’inconvénient de TV et de son approximation hyperbolique lorsque u est choisi petit, est
qu’elle crée, dans les reconstructions, comme des aplats de couleurs, appelé communément
effet cartoon.

Pour palier aux effets cartoon tout en gardant des bords francs, il existe d’autres régula-
risations. Parmi les plus usuelles, on peut citer la pénalisation par la norme de Shatten ¢;
sur Popérateur hessien [Lefkimmiatis et al., 2013} |Chierchia et al., 2014]]. On définit le hessien
d’une image en chaque pixel n € {1,...N} de x € RN par:

(D*(D"x)), (D"(D"x)),

(D), = (DOX))u| v phy)) (DH(DYR),

(1.53)

ot D"D", DPDY et DVD" représentent les dérivées secondes selon les directions respective-
ment horizontales, diagonales et verticales.

Pour un pixel, la norme de Shatten consiste a appliquer la norme ¢, avec p € [1,+oo[ aux
valeurs propres des matrices hessiennes.

%)

Norme /¢,

Norme 2

I Approximation hyperbolique

Norme de Huber

2T N [ — — NS -

y=g(x)

b \ g /.o e

FIGURE 1.6 - Comparaison de la norme ¢,, de la norme ¢;, de son approximation hyperbolique
et de la fonction de Huber pour différentes valeurs de p.
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La régularisation par la norme S; est alors donnée par :

N

R(x) = /\ZSl (D%x,). (1.54)

n=1

ou la norme de Shatten est donnée par :

S1(D%x,) := |51 ((Dx),,)| +[s2((D?x),,)

, (1.55)

ot1 5;(D?x),s,(D?x) > 0 sont les valeurs singuliéres de 'opérateur hessien.

Cette pénalisation permet d’imposer une contrainte plus douce sur les petites variations
entre pixels et donc d’éviter les aplats de couleurs.

Une autre régularisation permettant d’éviter 'effet cartoon est la Variation Totale Géné-
ralisée [Bredies et al., 2010]], (TGV : Total Generalized Variation). Cette régularisation est un
compromis entre une pénalisation sur le gradient et une pénalisation sur 'opérateur hessien
d’une image. Elle consiste a pénaliser conjointement le gradient de 'image et son hessien. Elle
s’écrit alors de la maniére suivante :

Rix)= A min [y1lDx =3l + oDyl ]}, (156)
yE(RHN

ou Yo > 0 et y; > 0 sont deux hyperparametres a régler. Cette régularisation n’est pas non-

plus différentiable.

Enfin, une derniére régularisation, permettant d’éviter I'impression d’aplats de couleurs
tout en ayant des bords francs, est 'utilisation d’'une pénalisation multi-échelle, c’est-a-dire
sur une décomposition en ondelettes ou en trames de x. Soit ¥ = (¢,)oc(1,..0) une base d’on-
delettes ou un ensemble de trame, ou 1, € RN pour tout 0 € {1,... O} ou O est la taille de la
base ou la redondance des trames, alors la régularisation sur la décomposition en ondelette est
donnée par :

R(x) = A|[Pyxlle,, (1.57)

ou Py, représente la transformée en ondelettes ou sur une trame.

Il existe de nombreuses bases d’ondelettes, la plus simple étant celle des ondelettes de
Haar. Une autre base bien connue est celle des ondelettes de Daubechies, qui sont utilisées
pour la compression au format JPEG 2000. Parmi les trames, en astrophysique, les curvelet
sont utilisées des le début des années 2000 pour le débruitage d’images [Starck et al., 2003]].
Des trames d’ondelettes particulierement adaptées pour les environnements circumstellaires
sont les Shearlets, utilisées pour la reconstruction de disque en ADI dans [Pairet et al., 2018b]].
Cet ensemble de trame trouve son intérét dans la reconstruction d’objets au bords francs dont
I'orientation est autre qu’horizontale et verticale. En effet dans le cas des régularisations sur
le gradient des images, les régularisations sont faites sur des différences horizontales et ver-
ticales des pixels. Les éléments de la base de Shearlets prennent différentes orientations sur
tout le cercle trigonométrique, a différentes échelles, permettant ainsi une décomposition des
contours optimale. Pour plus de contenu sur les ondelettes, se référer a [Jacques et al., 2011,
Pustelnik et al., 2016].

Toutes ces régularisations ont un intérét pour la reconstruction des environnements cir-
cumstellaires et les avantages et inconvénients dans le contexte de ’analyse des environne-

ments circumstellaires seront discutés tout au long de ce manuscrit.
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Ces régularisations sont des contraintes douces, dans le sens ou on cherche 'image régu-
larisée qui minimise une fonction de cott assez douce. Le poids de cette régularisation est par
ailleurs géré par ’hyperparametre A : plus A sera élevé, plus le poids de la contrainte va étre
fort et donc la solution régularisée, et inversement.

Cependant, dans certain cas on peut vouloir s’assurer que la contrainte soit absolument
respectée. On parle alors de contraintes strictes.

1.2.4 Contraintes strictes

Lors de la minimisation d’un critére de la forme

X € Argmin [D(x) +R(x)], (1.58)

xeRL

toute contrainte stricte sur la solution ¥ € IRF peut-étre vue comme une contrainte d’apparte-
nance a un domaine C, dans lequel la contrainte est vérifiée. C’est-a-dire que la minimisation
est faite uniquement sur le domaine C :

X € Argmin [D(x) +R(x)]. (1.59)

xeC

En posant alors la fonction indicatrice :

0 sixeC
le(x) = . (1.60)
+00 sinon,

minimiser (1.59) revient a minimiser

x € Argmin [D(x) + R(x) + 1¢(x)].
xeRL

Rappel éq.

On peut faire ressortir trois types de contraintes qui ont un intérét dans notre cas.

1. Les contraintes de dynamique : ces contraintes consistent en une restriction directe des
valeurs des parameétres a un intervalle donné dont les bornes sont fixes. En imagerie
classique, il est assez courant de contraindre les valeurs Rouges Vertes Bleues (RVB)
dans l'intervalle [0, 255]. Dans notre cas, 'intensité enregistrée se situant entre [0, +oo|,
C est alors 'ensemble

C={xeRl telsque Vle({l,...L}, x,>0} (1.61)

J utilise une telle contrainte dans les chapitres [2] et

2. Les contraintes linéaires : ces contraintes consistent en une restriction de la combinaison
linéaire des parametres a un intervalle donné dont les bornes sont fixes. Cela correspond
a la contrainte sur 'ensemble suivant [Theodoridis et al., 2011] :

C={xeRl telsque Vle{l,...L}, Ax> v}, (1.62)

ou p € RK est un vecteur et A € My, (IR) un opérateur linéaire fixe. Je présente une
contrainte linéaire dans le chapitre |4} pour contraindre les angles de polarisation a une
certaine orientation.
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3. Les contraintes épigraphiques : ces contraintes consistent a borner d’une fonction des
parameétres a un intervalle, dont les bornes ne sont pas fixes mais dépendent aussi des
parametres a estimer. Appliquer une telle contrainte consiste a projeter les parameétres
sur I’épigraphe de la fonction [Chierchia et al., 2013, Theodoridis et al., 2011]). Cela cor-
respond a la contrainte sur 'ensemble :

C={x,£ e RExR telsque Vee{l,...L}, f(x) <&}, (1.63)

ol x,& € RE x R sont les parametres a estimer, reliés par la fonction f : RL — RR. Elles
sont utilisées en polarimétrie, notamment dans [Birdi et al., 2019], car les parametres
de Stokes sont tous liés entre eux par la contrainte épigraphique :

C- {(I,Q,U,V) e RV) telsque Vnel{l,...N}\JQ2+U2+V2 < 1}.

J utilise une telle contrainte dans le chapitre

1.2.5 Estimation de P’erreur

Un estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement non-biaisé, ce qui
signifie qu’avec un nombre de réalisations suffisant, le biais de I'estimation est négligeable.
Cependant, comme expliqué plus tot, dans le cas ou le modele des données est mal conditionné,
I'estimation du maximum de vraisemblance sans a priori donne une estimation de parameétres
avec une grande variance. On a alors un sur-ajustement des données, ce qui n’est pas idéal.

Rajouter de I'information a priori sous forme de régularisation et de contraintes permet
de diminuer cette variance, plus il y a d’information a priori plus la solution est biaisée. C’est
ce quon appelle alors sous-ajustement, ce qui n’est pas idéal non plus Il faut donc avoir
un bon compromis entre attache aux données et informations a priori afin d’assurer un bon
compromis biais/variance, comme illustré sur la figure Ce compromis est représenté par
Perreur totale, et sera atteint en son minimum.

Afin de s’assurer un bon compromis biais/variance des reconstructions, il est donc néces-
saire de pouvoir estimer I'erreur faite sur les parameétres estimés. De plus, pouvoir estimer I'er-
reur faite par une méthode sur un parameétre permet de comparer efficacement les méthodes
de reconstruction.

La littérature foisonne de bornes inférieures de cette erreur, aussi bien dans le cas non-
biaisé que dans le cas biaisé [Todros and Tabrikian, 20104, [Todros and Tabrikian, 2010b]]. La
borne inférieure de Fréchet-Darmois-Cramér-Rao (FDCR) est la plus utilisée dans la littérature.
Cependant cette borne ne permet pas de calculer une borne a I’erreur totale mais seulement a
la covariance des parameétres dans le cas non-biaisé. Plusieurs dérivées de cette borne existent
pour le cas biaisé, comme la borne de FDCR uniforme [Fessler and Hero, 1993]. J'utilise la
borne de FDCR dans le chapitre |2| et présente une étude un peu plus approfondie de cette
borne dans le chapitre

Une autre possibilité, plutdt que de calculer une borne inférieure a I'erreur, est d’estimer
directement lerreur a I'aide de I’estimateur non-biaisé du risque de Stein (SURE : Stein Un-
biased Risk Estimator) [Stein, 1981, Ramani et al., 2008} [Eldar, 2008| Deledalle et al., 2014]]. Une

1. Comparaison grossiére : c’est comme faire deviner un animal a quelqu’un, il y a beaucoup de choix la
variance de la solution est grande. En lui disant que c’est un mammifére, a quatre pattes, poilu ou encore tacheté,
la solution se précise, mais la personne pourrait tres bien partir dans la mauvaise direction.
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1.3. Les méthodes de résolution

telle borne est utilisée dans les chapitre 3| et [4] Une étude plus approfondie est présentée dans
le chapitre

Dans cette thése nous utilisons essentiellement la borne de FDCR et SURE dans le domaine
des données.

1.3 Les méthodes de résolution

Pour résoudre un probléme de minimisation de la forme

X € Argmin [D(x) + R(x) + 1o(x)],

xeRL

Rappel éq.

la littérature regorge d’algorithmes dont 'utilisation va dépendre des différentes propriétés de
@ et de R et de 'ensemble C.

Les performances d’un algorithme se jugent a la fois sur son taux de convergence, c’est-a-
dire le nombre d’itérations nécessaires pour aboutir a une certaine précision sur la solution,
et le nombre d’allocations en mémoire requises a chaque itération. Ces deux critéres ne sont
pas dissociables, en effet un algorithme ou chaque itération requiert une grande allocation
mémoire prend du temps pour faire une seule itération, par exemple de I'ordre de la seconde. A
I'inverse, un algorithme ou les itérations nécessitent peu d’allocation mémoire, et ou I'itération
est de Pordre du centiéme de seconde peut faire cent fois plus d’itérations en un méme temps.
Cela peut étre critique pour un algorithme qui nécessite plus de 10# itérations pour converger.

Dans cette section je présente les trois principaux algorithmes sur lesquels s’appuient
mes travaux de thése. Ces algorithmes ont des complexités différentes et peuvent étre ap-

sur-régularisé (1 — +o00) Meilleur sous-régularisé (1 — 0)

ajustement

sous-ajusté sur-ajusté

Erreur Totale

Variance

Erreur

Biais

L 2

Complexité du modéle

FIGURE 1.7 - Figure sur le compromis biais variance.
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pliqués dans le cas différentiable et non-différentiable. Tous ces algorithmes peuvent prendre
en compte un préconditionneur. Au préalable j’introduis les outils nécessaires a la recherche
de minimum.

1.3.1 Comment trouver le minimum d’une fonction

Soit H un espace de Hilbert. Comme évoqué précédemment, dans le cas différentiable,
la régle de Fermat indique que trouver le minimum X € H d’une fonctionnelle G consiste a
trouver X € H tel que VG(x) = 0. De plus, dans le cas strictement convexe, X est unique.

Dans la suite, G n’est pas toujours différentiable (cf. les régularisations présentées dans la
section [1.2.3), c’est pourquoi nous avons besoin de définir des outils permettant la recherche
de minimum dans le cas non-différentiable : les notions de sous-différentielle et d’opérateur
proximal, permettant d’étendre la notion de gradient et de descente de gradient au cas général.

Définition 1.3.1. Soit G : H — R une fonction propre, c’est-a-dire que son domaine est différent
de I’ensemble vide. Alors sa sous-différentielle G : H — 2H est donnée par :

VxeH dG(x)={ucH telsque VyeH (p-xu)+G(x)<G@)  (1.64)

Dans le cas ou G est différentiable, on a alors dG(x) = {VG(x)}. Avec cette définition de
sous-différentielle, la régle de Fermat s’écrit [Bauschke and Combettes, 2011, Théoréme 16.2] :

X € Argmin G(x) © 0 € dG(x). (1.65)
x€H

Que ce soit dans le cas différentiable ou non-différentiable, le probléme de recherche de 0
du gradient ou de la sous-différentielle de G peut étre vu comme une recherche de point fixe
d’une certaine fonction. En effet, soit 7 > 0 :

0 € dg(X) & T-% € TdgX). (1.66)

On a alors deux problemes de point fixes possibles :

¥e(ld- Tag)(sz). (1.67)
et
%€ (Id +1dg)®) (1.68)

Dans le cas différentiable la recherche de minimum se fait en général a partir du probléme de
point fixe|1.67, en construisant des itérations de la forme

xlH U = X1 ryg(xlt]), (1.69)

Cela correspond a la descente de gradient explicite. Dans le cas non-différentiable, il a été
largement documenté que la méthode de descente de sous-gradient, donnée a partir du schéma
explicite x[*+1] € (Id - Tag)(x[t]) n’offrait pas la méme efficacité de descente. En effet, celui-
ci s’appuie sur un pas de descente 7 décroissant afin de garantir la convergence des itérés,
conduisant a des instabilités numériques [Polyak, 1987].

2. 2M correspond a 'ensemble des sous-ensembles de .
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Dans le cas non-différentiable, il a donc été proposé d’effectuer des itérations implicites a
partir du probléeme de point fixe|1.68] ce qui conduit a un schéma numérique de la forme :

xl e (1d - 7ag)(x["*1) (1.70)

Un tel schéma correspond alors a trouver les points fixes de I'opérateur proximal de la fonction
G, dont la définition est donnée par :

Définition 1.3.2. SoitG : H — IR une fonction propre, convexe et semi-continue inférieurementlﬂ
et soit T > 0. Alors, son opérateur proximal est donné par :

VxeH prox,g(x)=argmin L||x —yll2 +G(p). (1.71)
yeH 27

On a alors la relation :
VxeH 7y =proxg(x) ©x-y€1ds®) (1.72)
Ainsi, si X est un point fixe de prox,g, dont 'ensemble est noté Fix, on a alors :

x € Fix proxg © X = proxg(x)
X -x€dg(x)
& 0€edg(x)
©x € Argmin G(x). (1.73)
x€H

Lorsque Iattache aux données est différentiable, comme dans le cas de la distance de Ma-
halanobis, minimiser @ revient a trouver VO (x) = 0.

Dans le cas de la variation totale, la norme ¢ n’est pas différentiable pour tout x € RS, on
ne peut donc pas définir son gradient pour la recherche de minimum du critére (1.32). Il est
alors nécessaire de définir sa sous-différentielle. La norme ¢; d’un vecteur étant la somme des
valeurs absolues de chaques composantes, la sous différentielle consiste en le produit des sous-
différentielles de la valeur absolue en chaque composante. La sous-différentielle de la norme
¢; multipliée par un facteur A > 0 est donc donnée par :

-1 ifx, <0,
IA||xlle, = ne{lx N [-A,A] ifx, =0, (1.74)
A ifx, >0,

et son opérateur proximal est donné par le seuillage doux :

A
Vx e RN, prox ., (x) = (max{O, 1- —}xn) . (1.75)
“ x| ne(l,..N}

Dans le cas de la norme ¢; ; défini dans I’équation (1.49), son opérateur proximal est :

A
Vx e (R*)N, prox; ., (x)=(max{0,1 - ——x, . (1.76)
1-lley - 1Xul2 )" Jnepr,..Ny

3. Voir définition
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Dans le cas de 'approximation hyperbolique de €1, qui est différentiable, la sous-différentielle
est réduite a son gradient donné pour tout y > 0 par :

A
2
”xH“Z tTH ne{l,..N}

Cela permet d’utiliser son gradient pour la recherche de minimum.
Dans le cas de la norme de Huber, sa sous-différentielle est donnée par son gradient, donné
par :

Sj , . 22
Vxe (R, Vi e (L,...N), (Vuanuber) _ [Signelxa), st "2 g (1.78)
n 7” sinon.

La figure [1.8|représente ces sous-différentielles pour différentes valeurs de y et de A. On voit
que dans la transition du passage quadratique au passage {; est plus douce avec I’approxima-
tion hyperbolique qu’avec la fonction de Huber.

Dans le cas de la norme de Shatten sur 'opérateur hessien, la régularisation n’est pas dif-
férentiable, il est donc également nécessaire de se rapporter a sa sous-différentielle lors de la
recherche de minimum a partir d’itérations basées sur 'opérateur proximal. L’opérateur proxi-

2\

— Norme I
=== Norme 2
Approximation hyperbolique

Norme de Huber

EEEEEREEEREEEERERFFEFFFL T

—2A : '

FiGURE 1.8 — Comparaison des sous-différentielles de la norme ¢,, de la norme ¢;, de son
approximation hyperbolique et de la fonction de Huber pour différentes valeurs de p.
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mal de la norme de Shatten ¢; est donnée pour toute matrice D € M,(IR), dont la décomposi-
tion en valeurs singuliéres est donnée par D = UDiag(s;,s,)V T, par [Lefkimmiatis et al., 2013|
Chierchia et al., 2013] :

proxg (D) = Uproxy (Diag(s;,s,)) VT, (1.79)

ou Prox.,, est donné par I’équation (1.76)). Cela découle de [Bauschke and Combettes, 2011}

Corolaire 23.25].

Dans le cas des contraintes strictes, la fonction i n’est pas différentiable. Pour résoudre le
probléme (1.32), il est donc nécessaire de définir les opérateurs proximaux associés, qui dans
ce cas se réduit a la projection orthogonale sur I’ensemble C [Theodoridis et al., 2011]], définie
comme

Pe(x) = argmin ||x—y||§. (1.80)
yeC

1.3.2 Méthodes différentiables : Quasi-Newton et {-BFGS

Dans le cas ot @ et R sont différentiables et C = IRE, alors en posant W(x) = ®(x) + R(x)
pour tout x € C, trouver le minimum de revient & trouver X € R! tel que VF(X) = 0. La
méthode la plus classique pour trouver X est la méthode du gradient explicite, dont I'itération
principale peut étre écrite comme :

Vi> 0 xlH] = x4 ot (1.81)
ot alfl est le pas de descente et rl!] la direction de descente.

Le choix classique de alfl > 0 est de le prendre tel qu’il minimise le critére, en itérée
suivante, dans la direction rl*l.

Le choix de la direction de descente consiste a prendre ) = MUy F (x!t]) ot M [1] est
une matrice symétrique définie positive. C’est un choix judicieux de la matrice M (] combiné
4 un choix judicieux de pas a!!! qui va accélérer la descente.

Le choix le plus simple consiste a prendre la matrice M [l = 1d, c’est la méthode de la plus
grande pente. On a alors rlf] = =V F (x[1]).

Dans le cas ou V2F est définie positive, la méthode quasi-Newton qui consiste a choisir

-1
Ml = (sz ) améliore le taux de convergence.

Pour éviter de calculer V2F ou dans le cas ot la hessienne n’est pas inversible, il est pos-
sible d’approximer 'inverse de la hessienne. C’est ce que fait la méthode de Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) qui calcule cet inverse a chaque itération, a partir de I'itération pré-
cédente [Nocedal and Wright, 1999].

De nombreuses autres méthodes existent pour faire cette approximation, mais BFGS reste
la plus efficace. Elle est de plus invariante aux changements de variables linéaires, ce qui peut
étre tres pratique lorsque F peut s’exprimer de différentes facons selon le choix de parameétres
a estimer, ce qui est le cas dans cette these.

L’idée de BFGS vient du fait que pour deux itérations successives, d’apres le développement
de Taylor du gradient on a :

VF (xl) 2 VF (1) + (V2 F (1) ) (11 = £11) (1.82)
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On note p!fl = VF (x+1]) - vF (xl1]) et slt] = x[+1] — x[*] on a donc la condition p!*] =
(V2.7: (x[t]))s[t] et donc chaque approximation V2 F ] doit vérifier cette relation. De méme &
chaque itération, en posant HI*] est approximativement égale 4 I'inverse de la matrice hes-
sienne V2 F1*], ce qui améne a imposer HI**plt] = sl*],

De plus, I'itération HI**1] doit étre symétrique définie positive et suffisamment proche de
H!*!. Pour cela on choisit HI**!] comme solution au probléme de minimisation suivant :

in [H - HU| traintes {0 163
min|[H - Fy SoOus contraintes Hy[t] ) (1.83)
oull|lg, = IW1/2.W12|| avec ||.|| la norme de Frobenius, et W vérifiant
wisltl = plt] (1.84)
L’unique solution de ce probléme donne Iestimation de H!**1! suivante :

t],[t] T [t T ][t T
HI+ = [ 1d - —S[ ]37[ | H!|1d - }7[ st + sl (1.85)

<})[t],5[t]> <})[t],5[t]> <})[t],5[t]>

Le probléme du calcul d’une telle matrice est que c’est une matrice de taille L ot L est la
dimension des paramétres 4 estimer. Dans le cas ot L est grand, c’est-a-dire supérieur a 103,
le stockage d’une telle matrice est trop couteux. En 1980, Nocedal propose alors une version a
mémoire limitée de BFGS, appelée £-BFGS, permettant de calculer r!/*1] = HI'V F (x[*] en ne
stockant que les m derniéres itérations [Nocedal, 1980]]. L’avantage d’une telle méthode est le
stockage de seulement m x L éléments au lieu de L2,

L’algorithme ¢-BFGS consiste en 1’étape de récursion pour calculer rl!! dans I’algorithme
présenté ci-dessous. La convergence globale d’un tel algorithme fut démontrée dans le cas
de problémes strictement convexes dans [Liu and Nocedal, 1989]].

On choisit le paramétre y!*] comme

=117, [t-1]

[1] sty
Bl yle=11Tyle-1]

qui minimise la norme Euclidienne entre yy[t_l] etslt—11 [Nocedal and Wright, 1999]. Le choix,
de 101 et la possibilité de changer HI?! en fonction de la courbure fait toute la force de cet
algorithme.

Il est également possible d’intégrer des contraintes de bornes séparables, pouvant s’ex-
primer comme dans ’équation Il s’agit alors de I’algorithme VMLM-B présenté dans
[Thiébaut, 2002]. L’algorithme ¢-BFGS [Nocedal and Wright, 1999] est plus connu mais plus
couteux en calculs et moins a méme de faire face a des problémes fortement non-linéaires.

Le respect de la contrainte est vérifié au moment de la recherche de la direction de descente.
Celle-ci est alors choisie de maniere a respecter les bornes.

L’avantage d’'une méthode différentiable est que la convergence locale est assurée dans un
certain voisinage de la solution, méme lorsque le probléme n’est pas convexe. Il est donc pos-
sible d’utiliser cette méthode pour estimer des parameétres de modeles non-linéaires, a partir
de modeles non-convexes, dont les reconstructions auraient une erreur moindre par rapport
a des modeles linéaires convexes.
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Algorithme 1: Algorithme a métrique variable et mémoire limitée (VMLM : Variable
Metric Limited Memory)

Initialiser x[o](IRN)L, HI0 = y[O]Id, m>2:

pour t =0,1,... faire

q = VF (x1)
pouri=t—-1,t-2,...,t —m faire
plil = 1/¢yl], slily
alil = p[i]S:[i]T.q
q = q - allyli]
r= H[O]q
pouri=t-m,t—m+1,...,t—1 faire
p[i] - 1/<y_[i],s[i]>
b =plilylihTy
r=r+ (a[i] - b)s[i]
Trouver al!l optimal vérifiant les conditions de Wolfe
| xltH) =yl gl

Cependant, dans le cas ou la contrainte n’est plus séparable, typiquement le cas d’une
contrainte épigraphique, trouver la direction de descente respectant une telle contrainte est
plus difficile, la solution est alors de se tourner vers la méthode du gradient projeté, qui peut
étre vu comme un cas particulier de I’algorithme Forward-Backward.

1.3.3 L’algorithme Forward-Backward a métrique variable

Dans le cas ou @ et de R sont différentiables et C est une contrainte non-séparable, seul
le cas spécifique de I’algorithme Forward-Backward correspondant au gradient projeté nous
intéresse. L’algorithme est alors présenté dans ce contexte. Pour traiter des régularisations R
non-différentiables, un algorithme primal-dual sera considéré dans la sous-section suivante.

En posant F (x) = ®(x) + R(x) pour tout x € C, résoudre revient a trouver un point
fixe de la projection sur C de I'étape de descente de gradient (1.81). En effet, posons G = i,
trouver le minimum X € R de (1.32) revient a résoudre :

XeArgmin F+Go 0€ Q(V}"(?c\) + 89(35)

xeRL

©0e{VF®)+IGEF)

o (®-%) € (VF @)+ 09())

& (- VF @) -%) € d9(%)

© X = proxg(x - VF (x)) d’apres (1.72)

©x € Fix proxg(x — VF (x)). (1.86)

Soit f la constante de Lipschitz de VF, c’est-a-dire telle que :

Vx,y € KX HIIVF (x) - VF @)l < Blix -yl (1.87)
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et (PlH), € Pp(IRL) une suite de matrices symétriques p-positives de préconditionnement, ou

I’ensemble PP(IRL) est défini par I'équation (A.3). Soit u = sup,,, IPI),50ll. Soit P € Py(IRE),
et GH — IR propre, convexe et semi-continue inférieurement :

1
VxeH, proxg(x) = argmin §||x —yllf, +G(v), (1.88)
yeH

ol ||-|3 = (-,P-). Alors, le probléme de point fixe (1.86) peut étre résolu par 'algorithme
Forward-Backward a métrique variable dont les itérations sont présentées dans 1’algorithme

Algorithme 2 : Variable Metric Forward-Backward (VMFB)

Soit xI%1 € H et ¥ €]0,2/Bu[, alors :
pour t=0,1,... faire

t xlt+1] = prox%] (x[t] - yP[t]Vf(x[t]))-

Les garanties de convergences pour un tel algorithme sont données par le théoréeme sui-
vant :

Théoreme 1.3.3 ([Combettes and VG, 2013]). Soit F,G € Iy(H,K), ou VF B-Lipschitz. Soit
p €]0, +oo] et (PI*]), .y une suite de matrices dans Po(H) telles que

(1+7pl+tl > pl] (1.89)

avec la suite (711) ey € R, tel que Y, [nl)| < co. Soit y = sup, . |[P!)]| et ¥ €]0,2/Bu[. Alors,
la suite d’itérations (x[!!),cn de Ualgorithme|Z converge vers une solution’x € Argmin F +G.

La preuve de ce théoréme peut-étre trouvée en annexe page

En prenant P!l = Id pour tout ¢ > 0, on retrouve les itérations classiques de Forward-
Backward.

Les conditions de convergences de ’algorithme [2| reposent sur la constante de Lipschitz
du gradient de . Dans le cas linéaire, c’est-a-dire ot V2F = A avec A une matrice symétrique
définie positive, le calcul de g peut se faire a I'aide de la méthode de la puissance dont les
itérations sont rappelées par I’algorithme [3| En effet, dans un tel cas on a

B =1IAll = VIIAI?2 = VIA*A]l = VA (A%A),

ou " représente ’adjoint de I'opérateur. La méthode de la puissance permettant de calculer la
valeur propre maximale d’un opérateur G € RC, il est donc possible d’utiliser ces itérations
en posant G = A*A.

Pour un opérateur linéaire G € RS, les itérations de la méthode de la puissance sont don-
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nées par l'algorithme suivant :

Algorithme 3 : Méthode de la puissance
Soit x[% e NV (0,1d;) et e > 0.
pour t=0,1,... faire
Initialiser p[o] =0;
tant que |pl*] — pl*=1]/pl!] > ¢ faire
x[+1 = G*Gxy;
L U] = [l 1) 3/ M]3

| Retourner p[t] ;

Dans le cas de l’algorithmeon a alors B = /plt].

1.3.4 Lesalgorithmes primaux-duaux et ’algorithme Condat-Vi a mé-
trique variable

Dans le cas ou R(x) = Ag(Gx) n’est plus différentiable, I'utilisation du schéma Forward-
Backward est plus compliquée. En effet, si une forme explicite de 'opérateur proximal de g peut
souvent exister, ce n’est pas toujours le cas pour sa composition avec un opérateur linéaire G.
Dans une tel situation, la pratique usuelle est de résoudre le probléme dual associé au probleme
donné par :

7 € Argmin {[(1¢ + ®)*(-G'y) + g* ()}, (1.90)
y

ou * représente le dual des fonctions et ’adjoint de 'opérateur linéaire. Cependant cette for-
mulation peut poser probleme lorsque @ est composée d’'un opérateur linéaire non-inversible,
car O fait intervenir 'inverse de cet opérateur.

Dans ce cas, il est d’'usage de résoudre le probléeme de point selle :

X,y € Argmin max{(tc +D)(x)-g"(y) + (Gx,y)}. (1.91)
xeRL YERC
Un tel probléeme peut alors étre résolu par I’algorithme primal-dual a métrique variable de
Condat-V1u [Condat, 2013} VG, 2015] dont les itérations sont les suivantes :
Algorithme 4 : Algorithme a métrique variable de Condat-Vu (VMCV)

x0T eHetyllle K.

Soit U> 0 et ot > 0.

pour t =0,1,... faire

xlt+1] = prox}gm (x[t] -yl (V@(x[t]) + G*y[t])) ;
L pli+l] = ProX,i,: (y[t] + a[t]G(2x[t+1] —x[t]));

Nous donnons maintenant quelques conditions nécessaires a la convergence.

Proposition 1.3.4 ([V4, 2015]]). Soit @, g, 1 des fonctions convexes, semi-continues inférieure-
ment et propres telles que @ est f-Lipschitz et différentiable avec f > 0. Soit Ul une matrice
symetrique définie positive et o, > 0, tel que Ul > Ul et olt+1] < 61t Alors, si

1 - IVolIGVUH)

max({|[Ul]|], o}~

(1.92)
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la suite (x11), de Ialgorithme @converge vers x, une solution de (1.32).

La preuve de cette proposition peut étre trouvée en annexe a la page
Remarque : L’algorithme [4 peut étre vu comme une itération de 'algorithme [4]:

L1 = proxggl (z[t] _ P[t]V(D(Z[t])) (1.93)
avec :
B -1
z[t]_ x[t] Dot (91@ G* VD = VO 0 and P[t]— U[t]1 -G*
“\yl) 8 T\-G ag*) “{o o | g ot
(1.94)

En effet,on a:

1

xltH1] = Id+U alc) (x 1_uU (V(D (x[) - G*’y[t])), (1.95)
i1 = Id+o~ lag*)” (y11) + oG (2x11+1] - x11])) |
(Id+Ut]8LC x5yl - U[t](VCD(x[t]) G*y[t]),

Z\(1d+ 011ag")yl+11 5 11+ 611G (21 -yl (129
o x[t+1 — U9 (x[t+1]) 5 &[] - U[t](vcp( [ty - G*y[t]) (197
yt+1 | ag( [t+1] )By[t]+a[t]G(2x[t+l] x[t]) :

ultl™ 1 1] [ty = 1) + Gyl
- xlt) = -vo(xl) + Gy (1.9
y[t+1 | ag (}7 [t+1] )By[t]+0[t]G(2x[t+1] x[t])
Ul (xlt+1] _ xl11) — Gylt],
< [t+1]) [t] ( [t+1] [t]) [t]y [t+1] [t] (1'99)
0 eyt oltldgr (it -yl — o G(2x -x )

En divisant la seconde ligne par ¢!!] et en faisant apparaitre G*y[”l] dans la premiére ligne
ona:

_va(xlt)) _ (x[t+1]_ [t])_G*y[t]+G>ey[t+l]_G*y[t+1],
_ 1.100
0e ol 1(y[t+1] yl )+ag (ylt+1]) - Glt+1] —G(x[t”] _x[t]) ( )
ozl - Pllvd(zl') € (1d + P! flag)( [t+1]y, (1.101)
ozl = proxg? (z[ I-plilve (1)), (1.102)

Le choix des matrices de préconditionement (U[t])tzo est un sujet de recherche toujours
d’actualité. Dans le cas ou pour tout ¢t > 0, Ult] = 7ltl1d on retrouve alors la forme de ’al-
gorithme présenté par Condat [[Condat, 2013]. Un choix de matrice (U[t])tzo diagonales tel
que celui proposé par Lorenz et Pock dans [Lorenz and Pock, 2015]] permet d’avoir des expres-
sions explicites des opérateurs proximaux, ce que n’est pas le cas lorsque les matrices (U[t])tzo
pleines, tel que le précondtionneur proposé dans [Li and Zhang, 2016]]. Dans un tel cas, il est
alors nécessaire de faire des sous-itérations pour calculer 'opérateur proximal a partir de la

formulation (1.88).
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1.3. Les méthodes de résolution

1.3.5 Leurs utilisations en astrophysique

L’utilisation de méthodes de type «problemes inverses » en astrophysique date de plusieurs
décennies. En effet, des 1985 Titterington propose des approches régularisées pour I'estimation
de paramétres en astrophysique [Titterington, 1985]. On retrouve également ’'utilisation du
maximum de vraisemblance pour la déconvolution aveugle d’images convoluées par une PSF
entachée d’aberrations [Thiébaut and Conan, 1995]].

Ces méthodes sont cependant principalement utilisées en interférométrie optique, pour
la soustraction de tavelures [Borde and Traub, 2006 ou la reconstruction de front d’ondes, et
surtout en radio-interférométrie avec le célebre algorithme CLEAN [Hogbom, 1974], qui va
engendrer de nombreuses variantes.

Pour ce qui est des méthodes non-lisses, on retrouve 'utilisation de méthodes parcimo-
nieuses en 2003 dans le débruitage a 'aide de curvelets [Starck et al., 2003], lors de I'utilisation
d’un algorithme de «matching pursuit ». Une autre utilisation des méthodes parcimonieuses
fut faite en 2012 en radio-interférométrie avec I’algorithme SARA [Carrillo et al., 2012]. Cette
premiére méthode fut ensuite déclinée en plusieurs variantes selon les applications, comme
en particulier Polca-SARA [Birdi et al., 2019] pour I’application en polarimétrie qui utilise une
contrainte épigraphique. Cette application est particulierement intéressante, car ’algorithme
utilisé est proche de I'algorithme primal-dual avec contrainte épigraphique présenté dans le
chapitre [4] On retrouve de plus des méthodes d’optimisation non-convexe dans le cas de re-
construction jointe a la calibration d’antenne [Repetti et al., 2017]. Dans le cas de 'utilisation
de ces algorithmes, se pose de plus en plus la question du réglage automatique des hyperpa-
rameétres, dont une application utilisant SURE peut étre trouvée pour ’application en décon-
volution multispectrale [Ammanouil et al., 2019].

Ces derniéres années, I'utilisation de méthodes d’apprentissage et de méthodes inverses a
explosé en astrophysique. Que ce soit pour I'estimation du fond diffus cosmologique (CMB :
Cosmic Microwave Background)[[Adam et al., 2016|] mais aussi plus récemment 1’observation
du trou noir supermassif MG87 [Akiyama et al., 2019] pour laquelle de nombreuses méthodes
ont été développées.

L’utilisation de méthodes inverses en imagerie directe a haut contraste est cependant beau-
coup plus récente et timide. Dans le cas des données SPHERE on cite notement pour la re-
construction des disques en ADI [Pairet et al., 2018b] avec I'IFS, et [Berdeu et al., 2020] pour
I’autocalibration des données de I'TFS.

Dans les autres applications des méthodes d’apprentissages, on peut également citer les
approches par patch de détection des exoplanetes [Flasseur et al., 2018]] ou la reconstruction
d’objets étendus [Flasseur et al., 2019], ou encore les travaux de reconstructions a ’aide de
réseaux de neurones [Flamary, 2017]].

L’utilisation de tels algorithmes pour la résolution de «problémes inverses » n’a jamais en-
core été faite dans le cas de I'imagerie directe en polarimétrie a haut contraste. Dans cette
these, je m’appuie a la fois sur des approches différentiable, telles que celles présentées dans
les chapitres[2]et[3] mais également sur les derniers résultats en optimisation non-différentiable
présentés dans le chapitre [4l Mon but est alors d’illustrer ’apport de chaque méthode, pour la
reconstruction des environnements circumstellaires, ainsi que leurs limitations.
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Chapitre 1. Etat-de-I'art et formalisme
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Chapitre 2

Modéle direct séparable des données de
Pinstrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS

Dans ce chapitre, je m’intéresse a I’écriture d’'un modéle direct séparable des données pré-
traitées[| de I'instrument ESO-VLT-SPHERE IRDIS. L’idée est de modéliser par des opérations
mathématiques, toute la chaine de modulation de la polarisation de la lumiere, depuis son
entrée dans le télescope jusqu’a la caméra lors de son acquisition. Ainsi, il est possible d’avoir
une expression des données en fonction du signal d’intérét.

Dans la suite, je note L € IN le nombre de composantes du signal d’intérét et N € IN
le nombre de pixels par composante. Les signaux d’intérét sont notés x € (RV)L, ot les L
vecteurs x, = (xg,n)ne{le} eRN correspondent aux différentes composantes, ou parametres
d’intérét. L’entrée x; , € R représente le pixel n € {1,... N} de la composante £ € {1,...L}. Les
parameétres d’intérét inconnus, que nous cherchons a estimer, sont notés X € (RN)E. Leurs
estimations sont notées par un chapeau, i.e. X € (IRN )L .

D’autre part, je note K € IN le nombre d’acquisitions composant un jeu de données et
M € N le nombre de pixels de chaque acquisition k € {1,...,K}. Nous notons par d € (RM)X
les jeux de données, ou les vecteurs dy = (dy ) meq1,.,Mm) € RM représentent les différentes
observations et dy ,, € R représente le pixel m € {1,... M} de I'acquisition k € {1,...K}.

Le but de la modélisation directe est d’aboutir a une expression des données de I'instrument
d = (dyp)ke(1,.K)mel1,..,m} en fonction du signal d’intéret X = (X ¢,)ze(1,..1}ne(1,..,n) SouUs la
forme :

d = B(f(X)), (2.1)

o f : (RV)! — (RM)X est un opérateur de déformation du signal fixé et B : (RM)K — (RM)K
un opérateur de dégradation aléatoire.

Dans le cadre des données pré-traitées, un pixel des données m € {1,... M} est une com-
binaison des L composantes du signal d’intérét en un unique pixel n € {1,... N}. Par abus de
notation dans la suite de ce chapitre on notera j,n le pixel m de la partie j du détecteur, ou
j =1 correspond a la partie gauche et j = 2 a la partie droite (cf.[1.1.4] pour le fonctionnement
de 'instrument IRDIS). On notera le modéle séparable des données :

d]S',k,n = Bj,k,n(f}?k(:%n))’ (2.2)

1. Pour avoir des données pré-traitées, les pixels défectueux identifiés des données calibrées ont été interpolés
puis les images ont été découpées et recentrées afin que les centres des étoiles coincident (cf. sections|1.1.4] et.
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Chapitre 2. Modéle direct séparable des données de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS

ou i k : RY' — R modélise I'instrument supposé connu, et Bj k. : R — R représente le bruit

de mesure. Finalement, la modélisation séparable consiste a identifier et établir 'ensemble des
fonctions (]??k)je{l,Z},ke{l,...K}; ainsi que la statistique du bruit de mesure (B; k. ,) je(je(1,2),ke(1,...K ), nel1,...N)
de la formulation (2.2). Le choix du formalisme, ici Jones ou Stokes, aura une influence sur la

forme des (fj?k)je{l,z},ke{l,.,.K} et sur les parametres composants le signal d’intérét x.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section je présente un premier modeéle
direct séparable des données pré-traitées de I'instrument, basé sur le formalisme de Jones, pa-
ramétré en [, IP et 6, conduisant au signal d’intérét x = (I*,I?,0)T. En considérant ce for-
malisme, une méthode d’estimation hiérarchique des paramétres de ce modéle non-linéaire
séparable, appelée Méthode non-Linéaire Séparable (MnLS), est présentée. Enfin, j’étudie et
compare les performances de la MnLS avec les méthodes de I’état-de-I’art présentées dans la
sous-section

Dans la section 2.2} je propose une reformulation linéaire du modeéle direct basée sur le for-
malisme de Stokes. Cela constitue un second modéle direct paramétré en I, Q et U, conduisant
au signal d’intérét x = (I, Q,U) . Je propose ensuite une méthode d’estimation des paramétres
de ce modele linéaire séparable, appelée Méthode Linéaire Séparable (MLS). J'étudie et com-
pare les performances de la MLS avec la MnLS et les méthodes de 1’état-de-1’art.

2.1 MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le forma-
lisme de Jones

2.1.1 Le modele direct non-linéaire séparable

Dans cette section, je développe le calcul permettant d’obtenir un modele direct des don-
nées de l'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS, a partir du formalisme de Jones. Ce choix de
formalisme, plutot que l'utilisation du formalisme de Mueller pour un modeéle paramétré par
les parametres de Stokes, vient d'un désir initial de comprendre la physique de I'instrument et
son action sur la lumiére, représentée par son champ électrique (cf. [1.1.5).

Soit un champ électrique complexe e,, € C2,oun € {1,..., N} est la discrétisation du champ
a 'entrée du télescope. Pour modéliser le comportement de e,, a travers le télescope, de I'ins-
trument SPHERE et de I'instrument IRDIS jusqu’au détecteur, la chaine instrumentale est dé-

composée en plusieurs étapes, illustrées sur la figure |2.1| et présentées ci-dessous. Pour tout
nefl,...,N}:

1. Le champ électrique passe par un premier ensemble de miroirs qui induit une premiere

.=l
=90
0° 45° /
- <—j
IRT ,< de,k,n
]\ 77,50 | 22,5 oS
star dlSk P, v ji=2

M, Jk M, aj

Eléments optiques  Lame demi-onde  Eléments optiques ~ Analyseurs

FIGURE 2.1 — Shéma simplifié de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS.
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2.1. MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le formalisme de Jones

transformation. Celle-ci est modélisée par une matrice M; € M(C?), définie par I'équa-
tion (1.7), et représente I’atténuation et le déphasage des miroirs. Le champ électrique
apres passage par I'ensemble de ces éléments optiques est donné par M, e,,.

. Le champ résultant passe ensuite par la lame demi-onde qui, au fil des acquisitions,
tourne selon le cycle d’angle a € {0°; 45°; 22,5°; 77,5°}. Pour ’acquisition k € {1,... K},
la lame demi-onde est tournée d’un angle « par rapport a I’axe principal, ce qui induit
un déphasage connu dépendant de . Celui-ci est modélisé par une matrice J; € S(IR?)
définie par I’équation (1.9), paramétrée par I'orientation « de la lame-demi-onde a ’ac-
quisition k. On note dans la suite k, € {1,...K,}, 'ensemble des acquisitions pour les-
quelles la lame demi-onde est orientée d’'un méme angle «. Par ailleurs, comme la lame
demi-onde prend quatre positions, on a K, = K/4. De plus, ce nombre K, est lui-méme
composé du nombre d’acquisitions par position K, et du nombre de fois ou l'on fait
tourner la lame-demi onde K,,_, c’est-a-dire que K = 4KavaKarot. Finalement, le champ
électrique apres passage par la lame demi-onde a une acquisition k € {1,... K} est donné
par JyM;e,,.

. Le champ électrique passe ensuite par un second ensemble d’éléments optiques qui in-
duisent une seconde transformation M, € M(C?), définie par I'équation (1.7). Le champ
électrique résultant avant séparation et passage dans les analyseurs est M,J;Mje,,.

. Le champ électrique est ensuite séparé par une lame séparatrice. Les champs électriques
résultants passent alors a travers deux analyseurs, orientés chacun d’un angle ¥; €
{0°,90°}, avec j = 1 ou j = 2. Le passage par 'un ou l'autre des analyseurs est modélisé
par la projection du champ électrique incident dans la base du polariseur a; € IR? orienté
de 1" angle 1;. Cette projection est mathématiquement équivalente au produit scalaire
hermitien (a;, My]JiMie,).

. Chaque champ scalaire résultant arrive en un pixel n € {1,..., N} de la partie j € {1, 2}
du détecteur, qui enregistre un nombre de photo-électrons. Ce nombre est la mesure des
électrons excités par les photons incidents en ce pixel. Il est un pourcentage du nombre
de photons incidents et le facteur entre ces deux quantités est appelé le rendement
quantique. Le nombre de photons incidents est proportionnel a la moyenne temporelle
du module carré du champ électrique atteignant le pixel, c’est-a-dire pour un pixel n

. , T L s . 2
de la partie j du détecteur a 'acquisition k, a l'intensité : [E, [|<a]-,M2]kM1 en>a:2| ]m

Afin de s’affranchir de ces facteurs, pour simplifier les expressions, on suppose que le
champ électrique e, est exprimé dans une unité qui tient compte des deux facteurs
de proportionnalité. Cette unité est communément appelée Unités Digitales Arbitraires
(ADU).

. Enfin, ce nombre de photons fluctue. L’intensité acquise est donc une variable aléatoire
suivant une loi de Poisson paramétrée par sa moyenne, qui est égale a sa variance. Etant
donné les niveaux d’intensité enregistré en présence de signal, ce bruit de Poisson peut-
étre approximé par un bruit gaussien de méme moyenne et de méme variance. A ce bruit
s’ajoute également le bruit de lecture du détecteur qui est gaussien, centré et de variance

o2, supposé uniforme. Finalement, les données s’expriment sous la forme :

. 2
je{l,2),Vke(l,...K},Vne(l,..N}, d3, =B, (lEt ['(a]-,leleen>Cz| ])

j»
(2.3)
ol B; i ,(y) donne une réalisation de la variable gaussienne N (y,y + o).
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Chapitre 2. Modéle direct séparable des données de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS

On suppose que pour tout € {1,..., N}, le champ électrique e, = u,,+p,,, c’est-a-dire qu’il
est composé de la somme de deux champs électriques u,, € C? et p,€ IR?, respectivement non-
polarisé et polarisé. Le champ électrique non-polarisé u,, € C?, d’amplitude moyenne u, =
VIR/2, est lui-méme la somme de deux champs électriques non-polarisés u$" et udisk. Ces
champs électriques représentent respectivement la lumiére résiduelle de I’étoile masquée par le
coronographe, ainsi que la lumiere des étoiles pouvant se trouver dans le champ, et la partie de
la lumiere émise par le disque qui n’est pas polarisée. Le champ électrique polarisé linéairement

p, € R?, d’amplitude p,, = \/E et d’angle de polarisation 6,,, représente la lumiere du disque
diffusée par la poussiere.

Proposition 2.1.1. Soit v = (M,) M) a; pour j € {1,2}, o™ représente I’adjoint pour le
juony

produit scalaire hermitien. Soit X, = (L%, 17, 35 )", alors le modéle non-linéaire séparable des
données s’écrit Vk € {1,...K}, Vne{l,...N} et Vj € {1,2} de la forme d] o = Bj,k,n(fj,k(yﬁ))
avec

gl

: g (2.4)

Vx, = (1415,0,)7, fS

+ 13wk e(0n))c2
ot c(y) = (cosy,siny)T.

Démonstration : (Fin page[53) En effet, pour tout 1 € {1,... N}, pour la partie j € {1,2}
du détecteur et pour 'acquisition k € {1,... K}, par définition de 1 adjoint etde v;; ona:

t |<ale21leen>(Ez|2] =E; [|<vj,k1en>C2|2]'

En développent I'expression, on a par linéarité de 'espérance temporelle :

2 2 2 2 2
By |[jenc:]’ ]| = W0PE e | P e

+v§xk)i;yk)]E [egl )ei, ):|+U; k) E k)IE [651 )eglx)] ’

ou ~ représente le complexe conjugué d’un champ électrique et eﬁj‘) et eﬁ%’ ) (resp. v;xk) et v;y k))

représentent respectivement les premiere et deuxieme composantes du champ électrique e,,
(resp. vj k).

Or, par définition du champ électrique non-polarisé (cf. section[I.1.3), les composantes de
u,, sont centrées et indépendantes.

On a donc d’une part :

(x
n

lE[eif‘)zii’)] —E|e

el
=F [uﬁj‘) + pﬁj‘)] E [u,l + pn ]
(x)=(®)

:pn pn ’
(x) ()

Par symétrie, on trouve de méme que [E; [En e; ] = ;_757)() p(ny ). Par ailleurs, comme p, représente

un champ électrique polarisé linéairement, par définition, ona p,, € IR? donc P,=Pn
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2.1. MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le formalisme de Jones

D’autre part, comme les composantes #5™" et ud*k de u,, = ustr 4 ydisk

ona:

sont indépendantes,

IEt |:|eg1x)|2] _ IEt [lufqtar(x) +u dlsk +p” |2]

ZIEt [lu;tar(x)_i_ disk (¥ |2]+IE [ star(x )+ustar(x) quX)

n

. 2
+IEt[ —star(x) mfllsk(x)] pif) N pﬁjd

_ IEt [lustar(x)|2] n IEt [ludisk(x)lz] +p(x)2
- n n n
Or, par définition de la covariance, on a :

['en |2] COV( star(x )’ﬁ;tar(x))_’_c()v( disk (* )’ —disk(x )+pn

On remarque que si # € C est un nombre complexe aléatoire de moyenne IE; [u#], alors :

Cov(u,u) = Var(Re(u)) + Var (Im(u)). (2.5)

2

En effet, posons u — E[u] = a +ib avec (a, b) € R? aléatoires et centrés. On a alors :
Cov (u,70) = B [(u — E[u]) (« — E[u])],
=E[(a+ib)(a—1ib)],
=E|a® + bZ],
= E[a’]+ E[b?],
= Var (a) + Var (b),
= Var (Re(u)) + Var (Im(u)).

D’ou le fait que :
IEt I:legqx)|2:| :Vart (Rz(uiltar(x))) n Vart (Im(uiltar(x)))
)2
+Vart(]%z( skl )))+Vart(1m( disk ))+pn . (2.6)

De méme :

[l | =Var, (Re ) )+ Var (T g+

Var, (Rz( d“k(y))) + Var, (Im( disk(J )) +p£f)2. (2.7)
Finalement, comme #5'" et %€ ont des composantes identiquement distribuées on a :
Var, (Re (™)) = Var, (R )| = e, (2.8)
Var, (T () ) = Var (T () ) = g, (2.9)
Var; (Rz(u%iSk(x))) = Var; (Rz(ui“k(y))) = 1y, 3k (2.10)
Var; (Im(ufliSk(x))) = Var, (Im(ufliSk(y))) = U 35K, (2.11)
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Chapitre 2. Modéle direct séparable des données de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS

disk
cn

disk

2 star
+ Umy,

star
Posons alors u;; = up 5™ + gy ;™ + Uy

E; [|(v) 1 endeol]

,on a alors :

2
2 Jr ®)
|vk] (”h*‘l’n )+|v]k| (url+p71 )+v” ]kp” p” +1}] p” p” ’
)
i,k

()5 ()( ()()(X)2 ©)=v) (3)? ()() ()() (x) (v)

= (v]',k, v]',k><[;2 Un + |<Vj,k)Pj>(E2| .

cos 0 .
Or comme p, =p, (sin 9::), on obtient que :
2 2 .2 2 2
E, [|<vj,kren>([:2| ] = ”vj,k”(]:zun +pn|<vk:C9,,>(132| ’ (2.12)
. _ [cos0O, 2 P 2 1w : .
oucy, =l g | En remarquant que p;; = I;; et que u;; = I;/2 du fait du théoréme de la
n
moyenne, on obtient Vj =1,2,Vk e {l,...K},Vne{l,...N}:
iz
S Vikllga 2
&y, =B;, kn[ i+ Lk o) | (2.13)
cos0,\
ou Cop _(. ”),2'—1/1 etIE_p,%.
n \sin@, .

2.1.2 Résolution séparable du modéle non-linéaire

Pour estimer les parametres I", IP et O a partir du modéle des données le plus
évident est de chercher les parameétres maximisant la vraisemblance des données. Pour un
pixel donné n € {1,... N}, cela revient a résoudre le critére des moindres carrés pondérés sous
contrainte de positivité suivant :

(ﬁln,ﬁn,é\n)T € Argmin ijzk ( Tkn fS ( 1% 15,0 )T))z, (2.14)

}20,1;20,6,  jk

ou
Wijn= Var(d )™ (2.15)
I 0 si donnée manquante (cf. sec[1.1.4.1).
Posons le critere
W],k n S 2
Vne(l,...,N}, CDn(x):Z : (45— F(x) " (2.16)

ik
En s’appuyant sur la section [1.3.1} d’apres le théoréme de Fermat sur les points stationnaires,
résoudre le probleme (2.14) revient a résoudre

= 18>0,
Ynell,...,N} Vo, ((I8,15,0,)T) =0 sous la contrainte I’; 0 (2.17)
n=0.
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2.1. MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le formalisme de Jones

ou V@, représente le gradient de la fonction ¢,,. Du fait de la non-linéarité de f].Sk en 0,, les

paramétres (I, I},0,)T ne peuvent pas étre estimés par inversion directe de V®,,. On peut ce-
pendant séparer le probleme en 6,, afin de résoudre le probléme (2.14) de maniere hiérarchique
ou alternée. C’est-a-dire résoudre :

2

— W
. . jkn( s S (u gP T
Vnell,...,N} GneAr%mm I,b‘g(},ll?zo Z > (dj,k,n f]-,k((lwln’@n) )) ,

’

(2.18)
ot les paramétres I¥ et I}, sont obtenus par inversion du systéme (I%,I5)T = V_1b avec :

4 2
Y ik Wik ullvjillg./4 ik Wikallvj illg2Kvj 0 c(0))e2]/2

V = 2
Y ik Wikallvj ille2 (v 0 c(0)) 2?2 YikWikalvjr o)l

) (2.19)

et

b ik Wikn
Dans le cas ot la contrainte de positivité n’est pas respectée, c’est-a-dire que I' < 0 ou I, < 0,
il est nécessaire d’explorer toutes les possibilités de projections et de choisir celle qui minimise
le critére (2.16). Dans cette thése, je procéde a la recherche d’un minimum du critére de
maniére hiérarchique, par ’algorithme

Algorithme 5 : Méthode non-Linéaire Séparable (MnLS)

G Woallvidll2,d3, /2
Lk Wikallvjillee jkn (2.20)

@i eO)cd5,,

pour n=1,...,N faire
pour 0 € |-1/2,1t/2] faire

(IA,‘i, IN)T =V~1b ol V et b sont obtenus respectivement par (2.19) et (2.20).
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Chapitre 2. Modéle direct séparable des données de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS

La recherche du 0,, minimal peut se faire soit en discrétisant son intervalle de définition et
choisissant le 8,, donnant le meilleur critére parmi toutes les valeurs discrétisées, soit via un
algorithme de descente sur le critere n’impliquant pas de gradient, tel que la méthode de Brent
[Brent, 1973]]. Cette méthode consiste a trouver un minimum a partir d’un intervalle donné,
par interpolations quadratiques successives d'une discrétisation de trois points, raffinés autour
du minimum de l'interpolation précédente.

2.1.3 Simulation des données pré-traitées

Afin de pouvoir tester la MnLS, dont les étapes sont données par I’algorithme [5] il est né-
cessaire de créer des données synthétiques qui soient proches des données réelles. Pour créer
de tels jeux de données, j'ai simulé les cartes I", IP et O, de taille N = 128 x 128 (ce qui corres-
pond a la taille moyenne des régions d’intéréts sur données réelles), présentées dans la figure
Les structures les plus difficiles a reconstruire étant les structures peu polarisées fines et de
grand contraste vis-a-vis de I'intensité non-polarisée, j’ai donc reproduit ces difficultés dans
ma simulation de données.

Pour cela, j’ai synthétisé un disque constitué de trois anneaux de méme brillance. Ce disque

FIGURE 2.2 - Simulation des données calibrées et des données pré-traitées, pour 74K = 10%.
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2.1. MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le formalisme de Jones

est partiellement polarisé, c’est-a-dire qu’il a une composante polarisée linéairement et une
composante non-polarisée. La composante polarisée linéairement est ici représentée par les
cartes d’intensité IP et d’angle 6 €] — 7, 7t], tournant autour du centre des différents anneaux.
La composante non-polarisée du disque est notée "% et je représente le rapport entre les
deux composantes par le taux de polarisation :

. TP
lesk _

Dans la suite, cette quantité est exprimée en pourcentage. Les situations ou la reconstruction
de I'intensité polarisée sera la plus complexe correspondent & des cas ot 4K < 10%. En
astrophysiques, les cas les plus complexes ont un taux de polarisation du disque de 3%, les cas
les plus brillant sont de 'ordre de 30%.

La composante "% est mélangée 4 la composante non-polarisée de I’étoile etd’éven-
tuels compagnons (étoiles proches de 1’étoile mere, de plus ou moins fortes intensités), les
deux cartes sont présentées sur la figure Sur la composante non-polarisée de I’étoile ap-
paraissent les résidus au bord du coronographe et la limite de l'optique adaptative. L’intensité
non-polarisée totale est ici représentée par la carte I = "% 4 [udisk ] est important de no-
ter que le démélange de ces deux composantes non-polarisées n’est pas possible a partir des
données DPI de I'instrument SPHERE IRDIS, sans ADL. Le taux de polarisation du disque 75k
n’est donc pas accessible en pratique a partir de ces données polarimétriques.

Les cartes simulées sont ensuite combinées selon le modele des données pour les
différentes positions de lame demi-onde et orientation d’analyseurs. Les jeux seront composés
de K, , = 8 cycles complets de positions de lame demi-onde, avec K, = 2 acquisitions par
positions, soit K, = 16 images par position de lame demi-onde, pour un total de K = 4K, = 64
images par jeu.

Avant de générer les différentes réalisations du bruit associées, les cartes combinées sont
convoluées par une PSF instrumentale. Sont alors effectuées les K x 2N réalisations de bruit,
ou 2N représente 'ensemble des pixels des parties gauche et droite du détecteur (i.e j =1 et
j = 2). Ces réalisations sont faites a partir d’'une graine de générateur aléatoire fixe, afin de
constituer le cube de données pré-traitées, c’est-a-dire que les données gauches et droites du
détecteur sont centrées géométriquement, tournées et découpées de maniere subpixelique, de
telle sorte que chaque pixel n € {1,..., N} du parameétre d’intérét corresponde au méme pixel
ne{l,... N} des données gauche et droite du détecteur, telles que présentées sur la figure
Les cartes de poids associées a chaque acquisition sont simulées en paralléle d’aprés (2.15).
Dans le cas des données simulées, ces cartes de poids sont redondantes, car toutes les acquisi-
tions qui correspondent a une méme position de lame demi-onde auront la méme variance.

Iustar

Afin de pouvoir comparer les performances des méthodes développées ici avec celles de
I’état-de-I’art, j’ai simulé des jeux de données ayant des niveaux de difficultés diftérents pour
la reconstruction. Pour cela, j’ai créé six cubes pour six taux de polarisation du disque 74k ¢
{3%,7%,10%, 15%, 25%, 50%}. Un taux de polarisation faible du disque correspond a une
partie polarisée peu brillante et inversement. Comme ce taux n’est pas disponible en pratique,
pour juger la difficulté des cas, j'introduis le taux de polarisation total, donné en chaque pixel
nef{l,...,N} par la formule

total ITI;
roRl(x,) T (2.22)
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et le rapport signal-a-bruit (ou SNR pour Signal-to-Noise Ratio en anglais), défini en chaque
pixel n € {1,..., N} par
VK, I

SNR(x,,) = , (2.23)
(IS +15)/2 + 03

ot K, correspond au nombre d’acquisitions par position de lame demi-onde et 02 la variance
du bruit de lecture du détecteur. Le déroulé des calculs permettant d’obtenir une telle formule
du SNR est présenté dans le chapitre 5, La différence entre 7'°%! et 745k est que ce dernier ne
prend pas en compte les résidus de lumiere de I’étoile dans I'intensité polarisée. La figure
montre les cartes de SNR et de taux de polarisation totale des parametres simulés en fonction
des taux de polarisation du disque 74K, Au centre, 1a ot les résidus de 1’étoile sont les plus
forts, le SNR et le 7%l sont les plus faibles, surtout dans le cas ot la polarisation du disque est
tres faible. En revanche, on gagne tres vite en SNR des que 'on s’éloigne du centre, ou que la
partie polarisée du disque est plus brillante (i.e. > 10%).

Avant de produire les K x 2N réalisations de bruit de chaque jeu de données, la graine
d’aléa est réinitialisée a une méme valeur, fixée au préalable. Cela permet, d'une part, la re-
productibilité des résultats. D’autre part, pour un pixel donné, les réalisations du bruit sont
alors proportionnelles d’un jeu de donnée a ’autre. En effet, pour faire une réalisation d’une
variable gaussienne centrée, de variance 02, on simule une réalisation centrée de variance
1 que 'on multiplie par I’écart-type o. En réinitialisant la graine, on s’assure que toutes les
K x 2N réalisations de variables centrées et réduites faites, sont identiques aux précédentes.
Ainsi, seul I’écart-type, qui va dépendre du taux de polarisation, varie. Finalement, on s’attend
donc a avoir une erreur proportionnelle a la variance des données.

2.1.4 Application sur données simulées et données astrophysiques
2.1.4.1 Applications sur données simulées

Pour cette application, nous allons étudier deux configurations. La premiere correspond
au cas sans données manquantes, c’est-a-dire que W; ., = Cov(d; x ,) pour tout j € {1,2},,
tout k € {1,...K} et tout n € {1,...N}. Le second correspond au cas ou certaines images des

,L_disk =39 Tdisk = 7% Tdisk =10% ,l_disk =15% Tdisk = 25% Tdisk =50%
o

FIGURE 2.3 - Cartes des valeurs 7'°%%! et de SNR des cartes simulées pour les différents 741,

56



2.1. MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le formalisme de Jones

données sont non exploitables, c’est-a-dire que pour ces données k, pour tout n € {1,... N} et
tout j € {1,2}, W, , = 0. Ces données non exploitables sont représentées en rouge dans le
tableau

On applique donc tout d’abord la MnLS (Algorithme |5) aux données simulées dans le cas
ouiln’y a pas de données manquantes. La figure[2.4présente les cartes des paramétres recons-
truits avec la MnLS et les méthodes de la Double Différence, du Double Ratio, pour les taux de
polarisation du disque 74K € {3%,10%50%).

On voit que pour 74K = 3%, la reconstruction des paramétres IP et 6 est plus bruitée pour
toutes les méthodes. Lorsque le taux de polarisation augmente et donc que le SNR augmente,
la reconstruction des parameétres IP et O est plus précise. En revanche, il est difficile de dire,
visuellement, quelle méthode parmi les trois donne les meilleurs résultats.

Pour juger la qualité des reconstructions et pouvoir comparer les méthodes, j’ai choisi
comme critére de qualité I'Erreur Quadratique Moyenne normalisée (EQMn) ou (MSEn : nor-
malized Mean Square Error), calculée sur I’ensemble des pixels valides du parametre d’inté-
rét. L'EQMn d’une composante £ € {1,...,L} d’'une estimation X € (IRN)! du paramétre vrai
X € (RN)L est définie pour tout € € {1,... L} par :

— juon
Zneﬁg(:’w n_ x&n)z
N =2
Zn 1X¢en

ou Ny est I'ensemble des pixels valides ou représentatifs du paramétre estimé. Pour le para-
metre IV, tous les pixels sont considérés valides. Pour les parametres IP et O, on réduit 'en-
semble des pixels représentatifs aux endroits ou il y a du signal, c’est-a-dire aux trois anneaux
qui composent le disque non convolué. Une bonne valeur de TEQMn sera proche de 0. Dans
le cas de TEQMn angulaire, on «déplie » 'angle en sommant

—~ Iz 2

— 2i(6n_6n)

EQMn(8, 0) = Z[%) (2.25)
3

EQMn(X,, X /) = , (2.24)

neﬁ3

Dans le cas ou 'on n’a pas de données manquantes la figure [2.5a| représente la racine des
o

valeurs de ’'EQMn des estimateurs 1%, IP et ) par rapport aux parametres vrais [ [ , IP et 9
pour les différentes méthodes. La ﬁgure [2.5b|représente le rapport entre les racines des EQMn
par rapport 4 la meilleure EQMn obtenu pour chaque 74K,

On observe que pour [Y, il y a tres peu d’erreur et que la méthode du double ratio est
toujours celle qui a 'EQMn la plus élevée. A faible taux de polarisation, la double différence et
la MnLS ont la méme EQMn, tandis qu’a haut taux de polarisation, la MnLS a une EQMn plus
basse que les méthodes de I’état-de-l’art.

Pour IP, les trois méthodes semblent avoir une EQMn identique. On voit cependant d’apres
la figure que le Double Ratio a toujours les valeurs d’EQMn les plus élevées. De plus a
faible taux de polarisation, la Double Différence et la MnLS ont une EQMn similaire. A haut
taux de polarisation, la méthode de la Double Différence a une EQMn plus élevée que la MnLS.

Enfin pour 0, les trois méthodes semblent également donner des résultats similaires. On
voit cependant, sur la figure qu’a faible taux de polarisation, I’erreur sur I’angle faite par
la méthode du double Ratio est plus petite que celle des autres méthodes. En revanche, a haut
taux de polarisation celle-ci est plus élevée. La méthode de la Double Différence a une EQMn
sensiblement similaire a celle de la MnLS.
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2.1. MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le formalisme de Jones

TABLE 2.1 - Table des correspondances de chaque position et cycle de lame demi-onde pour les
K = 64 acquisitions. Les données en rouge sont non-exploitables dans le cas des données man-
quantes. Les données grisées correspondent aux données supprimées pour faire fonctionner
les méthodes de Iétat-de-’art.

Numéro du cycle de lame demi-onde K,

1 2 3 4 5 6 7 8
0° 12 910 | 1718 | 2526 | 3334 | 4142 | 4950 | 57 58
" 45° | 34(1112|1920| 2728 | 3536|4344 | 5152|5960
225° | 56 (131421222930 |3738| 4546 | 5354 | 6162
77,5° | 7 811516 | 2324|3132 ]3940 | 4748 | 5556 | 63 64

On remarque cependant les rapports d’erreurs sont de 'ordre du milliéme d’intensité ou
d’angle, un rapport de 1 signifiant que les méthodes sont identiques.
Dans le cas ou certaines des acqulsltlons ne sont pas exploitables, la ﬁgur represente

les valeurs de 'EQMn des estimateurs 1Y, IP et 0 des parametres vrais I WP et 9 pour les
différentes méthodes. La figure mrepresente le rapport entre les racines des EQMn par rap-
port 4 la meilleure EQMn obtenu pour chaque 74K, Dans le cas de la MnLS, ces données sont
prises en compte en mettant tous les poids Wy ,, avec k € {4, 6, 39,43, 62} etne{l,...,N}a
0. Dans le cas des méthodes de 1’état-de-1’art, celles-ci nécessitent toutes les acquisitions des
cycles de lame demi-onde afin de fonctionner. Il est donc nécessaire de supprimer du cube les
tranches de cycles contenant les poses non utilisables.

Le tableau[2.1/montre la composition du cube par rapport aux positions de lame demi-onde
et au différents cycles. Ne sont supprimées uniquement les tranches de cycles contenant les
données inutilisables, soit un total de 4 tranches et donc 16 images. Cela baisse donc le SNR
pour ces méthodes, il n’est donc pas aberrant d’observer sur la figure que la MnLS donne
une meilleure EQMn que ces méthodes de I’état-de-I’art, pour 'ensemble des parametres.

On voit en effet que pour les trois parametres d’intérét, la MnLS est celle qui a 'EQMn
la plus basse pour tout taux de polarisation du disque 79X, Le rapport d’erreur est alors de
I'ordre du dixiéme pour les intensité et d'un demi dixieme pour ’angle.

En conclusion, sur données simulées, sans données manquantes les trois méthodes sont
équivalentes au milliéme prét. La MnLS est tout de méme la méthode qui permet d’avoir la plus
petite erreur, sauf sur I’angle a faible taux de polarisation, ou le Double Ratio est la méthode
avec l'erreur la plus faible. Avec données manquantes, la MnLS est la méthode qui a 'erreur la
plus faible, grace a la prise en compte des poids, cela permet de ne pas baisser considérablement
le SNR en rejetant des cycles de lame demi-onde. On en déduit que sur données simulées, dans
le cas de données manquantes la MnLS est meilleure que la méthode du Double Ratio et de la
Double Différence.

2.1.4.2 Application sur données astrophysiques

On se propose maintenant d’appliquer la MnLS sur un jeu de données astrophysiques pré-
traitées, et de comparer les reconstructions avec les résultats obtenus par les méthodes de la
Double Différence et du Double Ratio.

59



Chapitre 2. Modéle direct séparable des données de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS

0.00255

0.00254 |-

0.00253 |-

0.00252

EQMn I

0.00250 |-

0.00249 |-

0.00248 |-

0.00247

(a) EQMn entre les ¥ estimés avec les différentes méthodes et x

1.012

1.010

1.008

Rapport EQM "

1.000 -

0.00251 |

25%
Tth»k

3% T910% 15% 50%

1.006 -

004+

1.002

0.998

0.00285

i
25%
disk

N L
3% T%10% 15% 50%

(b) Rapport entre les EQMn est

0.00280 |
0.00275 |
. 0.00270}
=
S 0.00265
0.00260 -

0.00255 |-

0.00250

e

(c) EQMn entre les X estimés avec les différentes méthodes pour chaque ©

N L
3% 7900% 15% 50%

k €{4,6,39,43,62} inutilisables.

1.08

I A R N S
V
1061
8
=
< Loaf
=
+
2
= o2t
LOO |- brmsinsd v sivcns o smm fas s sonr s cms s cner e mir
3% TH0% 15% 25% 50%
disk

(d) Rapport entre les EQMn estimés avec la meilleure EQMn donnée pour chaque 74K

0.45

0.40 -

0.35F

0.30

EQMn I?

0.15F

0.10+

0.05

0.00

1.010

1.008 -

Rapport EQM P

1.002

0.25+

0.20

25%
T(li.\k

3% T70% 15% 50%

1.006 -

1.004

1.000

0.5

) H
3% T70% 15%

i
25%
pdisk

50%

EQMn I?

1.12

)| S H
3% T70% 15%

i
25%
sk

50%

L10}

1.08+

Rapport EQM 1P

1.00 +

0.98

1.06

102

sitions k € {4,6,39,43, 62} inutilisables.

25%
T(li.\k

3% T70% 15% 50%

EQMné

0.32

030+

0.28

0.26

020

018

0.16

0.14

[
=

)
3

Double Diff.
Double Ratio
MnLS

25%
7.(Ii.~].\'

3% T710% 15% 50%

sans données manquantes.

S

QMn diff

E

EQMn diff. 0

EQMn 6

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

0.00C

0.35

030}

0.15

+1

— Double Diff.
Double Ratio
MnLS

oL i i i
3% T70% 15%

25%
disk

50%

imés avec la meilleure EQMn donnée pour chaque 745k,

020

0.10

Double Diff.
Double Ratio
MnLS

gL i L
3% T70% 15%

disk

i
25%
disk

50%

et x avec les acquisitions

1.05

1.04+

103+

1.02

1.01F

1.00

0.99

— Double Diff.
Double Ratio
MnLS

3% T710% 15%

25%
7.(Ii.~].\'

50%

avec les acqui-

FIGURE 2.5 — Erreurs quadratiques moyennes normalisées des différents parametres pour les
différentes méthodes. Les figures a) et c) représentent "TEQMn EQMn(x, :3%:) pour les différentes
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2.1. MnLS : Modéle non-Linéaire Séparable avec le formalisme de Jones

Pour tester les méthodes, j'ai choisi la cible RX]J 1615 [[Avenhaus et al., 2018]] observée en
bande H. Une étude plus précise des résultats astrophysiques est présentée dans la section
Ce jeu de données comporte cinq images qui ne sont pas exploitables et un cycle de lame
demi-onde incomplet. Dans le cas des méthodes de 1’état-de-l’art, les cycles correspondants
sont supprimés, comme pour le cas des données simulées. Dans le cas de la MnLS, les poids
des images sont simplement mis a 0. Le cycle incomplet est également complété par deux
images de poids nul.

La figure [2.6] présente les cartes des paramétres reconstruits avec la MnLS et les méthodes
de la Double Différence et du Double Ratio. On voit que dans le cas de la Double Différence,
les résidus d’interpolation des pixels morts sont amplifiés. La carte d’intensité polarisée Ip
reconstruite avec la MnLS semble moins bruitée par ces résidus d’interpolation que les cartes

reconstruites avec les méthodes de I’état-de-I’art. En revanche les reconstructions I" et O sont
relativement similaire.

Comme la vérité terrain est inconnu, il n’est pas possible de calculer 'TEQMn. Cependant,
les parametres estimés par la MnLS sont asymptotiquement sans biais, car ce sont des esti-

Double Di. . Double Rati MnLS

100

107!

1072

1071

1072

00

—45°

—-90°

FIGURE 2.6 — Cartes reconstruites avec les différentes méthodes de la cible RX]J 1615 observée
en bande H.
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mateurs de moindres carrés. En émettant 'hypothése que les parametres reconstruits par le
Double Ratio et la Double Différence sont également sans biais, on peut alors utiliser la va-
riance des parametres comme représentation de l'erreur.

La figure [2.8 présente les cartes d’approximation de l'erreur de chaque parametre pour
chaque méthode en utilisant la formule Les calculs associés a chaque méthode sont déve-
loppés dans la section [5.2| ot une étude plus précise de I'estimation de I'erreur y est présentée.
La figure représente ’écart-type minimal des intensités estimées pour chaque méthode et
de I'angle en degrés. La figure [2.8b|représente I'erreur relative faite sur les intensités estimées,
c’est-a-dire que pour chaque pixel n € {1,... N} de chaque parametre, 'erreur absolue a été
divisée par I'intensité estimée.

On voit sur la figure que Perreur angulaire est tres élevée pour toutes les reconstruc-
tions. Cependant, lorsqu’on regarde les cartes de SNR et de taux de polarisation total estimés,
tracées sur la figure de tels résultats semblent cohérents avec ceux obtenus sur données
simulées a la section sur la figure car le SNR est tres faible. On voit d’ailleurs dans
les cartes d’erreurs de la figure que bien qu’en présence de données manquantes, 'erreur
relative sur [" faite avec la méthode de la Double Différence est la plus faible comme dans le
cas sur données simulées a faible taux de polarisation du disque sur données simulées. Cela est
da au fait que I'estimateur de la Double Différence est biaisé [Tinbergen, 2005]]. Dans 'erreur
relative du Double Ratio on voit par ailleurs apparaitre les araignées.

2.1.4.3 Synthése des résultats

Dans cette section nous présentons une méthode non-linéaire permettant de prendre en
compte la statistique des données ainsi que les données manquantes. Si ’avantage d’une telle
méthode semble évident sur données simulées avec données manquantes, sur données réelles,
le gain semble moins évident a quantifier. Mais, cette méthode aI’avantage de disposer de barre
d’erreurs fiables. L’avantage est également visible au niveau des résidus d’interpolation des
pixels morts. Enfin, le bénéfice de 'utilisation d’'une méthode inverse pourra étre plus évident
lorsque le modele sera plus complexe, c’est-a-dire lorsqu’on y aura inclue le pré-traitement et
la déconvolution.

Ttotal SNR
10%

8%

: 6% : 3
- - !

» 11 k4% “
] 0, 5
F2%
L L0% —0,1
total

FIGURE 2.7 — Taux de polarisation total 7"°** et rapport signal sur bruit (SNR) estimés a partir
des cartes reconstruites par la MnLS et des formules (2.22) et (2.23).
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FiGURE 2.8 — Cartes d’erreur des différentes méthodes de la cible RX]J 1615 en bande H.
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2.2 MLS :Modéle Linéaire Séparable sur les parameétres de
Stokes

2.2.1 Le modele direct séparable linéaire

Dans la section précédente, nous avons vu que la prise en compte des poids, dans la re-
construction des parametres I, IP et O par la MnLS, permettait d’obtenir de meilleurs résultats
qu’avec les méthodes de 1’état-de-1’art. Cela est d’autant plus visible dans le cas ou des obser-
vations ne sont pas utilisables. L’étape suivante serait de pouvoir prendre en compte, dans
le modeéle, les pixels morts du détecteur. Cependant, ces pixels morts sont dans le domaine
du détecteur, c’est-a-dire lorsque le modeéle des données se fait sur pour chaque image cali-
brée du détecteur, de taille M, et non des données pré-traitées qui ont été transformées pour
qu’un pixel des données corresponde au méme pixel des cartes reconstruites. Pour pouvoir
prendre en compte ces pixels morts, il est donc essentiel de modéliser mathématiquement ces
transformations et de les prendre en compte dans le modéle. Ce sera ’objet du chapitre

Dans le cadre de I’ajout de ces transformations dans le modele, celui-ci deviendrait non-
séparable et donc plus complexe. Le modele précédent étant non-linéaire et non-convexe en
0, la recherche non-séparable du minimum global de serait fastidieuse. Une alternative
au formalisme du Jones, qui est celle principalement utilisée dans la littérature dans le cas de
reconstruction de sources partiellement polarisées [Avenhaus et al., 2014]], est de paramétrer
les données, pour tout n € {1,... N}, par les parametres de Stokes I,,, Q,, et U,,. L’avantage
d’un tel modele est qu’il est linéaire, ce qui permet dans le cas séparable d’avoir une solution
explicite.

Soit x = (I1,Q,U)T € (RN)! le vecteur composé des paramétres de Stokes, c’est-a-dire

d’apres la section(1.1.5.2] avec :

I,=I'+1,
Rappel éq. Q, = I]I; cos20,,
U, =1}sin26,,.

On a alors la proposition suivante :

juom)
Proposition 2.2.1. Soit X, = (IIEn,Qn,fEJn)T, alors le modéle linéaire séparable des données
sécritke{l,...K},ne{l,...N}etVj €{1,2} de la forme df,k,n = B]-,k,n(fjsk(sﬁl)) avec

’

3
S =

Te(x) = E Vi kX 00 (2.26)

(=1

ot
12 1,02
”vjk”zz v el = 1wl
SKNC ] 7 (x) (y)

Vik1 =5 Vike =T e Vjk3 = Re (vj,kvj,k)’ (2.27)

avec les (V; k) je(1,2),ke(1,..K) tels que définis dans la propositionm
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Démonstration : (Fin page@) En repartant de I'expression f; ; dans (2.4) on a:

2
v 112,
2
2
vl
2

[Z v kg
— ]' CZI;ll_i_IE J' (]:2

Iy + 1K) g co, )2

) ®)2 ) .
R (|v;fk|2 cos20, + |vj},}k|2 sin?6,, + 2 Re (v;fkvfk))cos 0, sin 9,1)

2
’ @2 W\ .
2 R C +|v;§()|2cos2 6n+|vﬁk|25m2 971+Rz(v;fk)vj?}k)51n29,,)

(x) ®)
|v]',k|2 + |v]'%}k|2

2

= (L 1) + 17| -

#15 cos” 6, + v} sin’ en]w(v;i;:v;;f;)un

(x))2 ®)2
”vj,k”éz |v]k| . Wikl . ) ()
:TI” +1) 5 (cos2 0, —sin® Qn) 5 (60529” —sin? 9,1) + Re (vfkvj’yk )Un

(x)2 @)2
[0 kI Ly i U5
=1 ZH D % o526, |+ Re (vi k)v](yk))U,l

2 2
||Vj,k||éz |vj,k| - |vj,k|
= nTt
2 2
:vj,kllIVl + vj,k,ZQn + vj,k,3Un

). ()
Q, + Re (vfkvj’yk )Un

2.2.2 Résolution du probleme séparable

Dans la suite on note x,, = (I,,,Q,,, U,,) le vecteur de L = 3 parametres a estimer au pixel
ne{l,...,N}. L’estimation des paramétres I,;, Q,, et U,, est obtenue pour n € {1,...,N} par la
résolution du probléme minimisation suivant :

2
= argmin ZW] kn d]-yk’n — Z’Uj’k’ZXg,n , (2.28)
x,€RE ¢
ot les poids W € (RM)X sont donnés par (2.15). Posons alors
2
S
(%) = ij,k,n d]‘,k,n - Zvj,k,€x€,n . (2:29)
ik 7

Résoudre le probléme (2.28) revient a résoudre Vn € {1,..., N},’équation VD, (x,,) = 0 ou VO,
représente le gradient de la fonction ¢,,, ce qui correspond a résoudre, pour tout n € {1,..., N},
le systéme V,x, = b,, avec

2
Uik Vik1Vjk2 Vjk1Vjks3 Vj k1
2
Vi=) Wiea|VikiVika Vi, ikaviks| and b, sz,kn k| Viks2
- 2
Vik1Vjik3 Vik2Vjk3 Vi3 Vik3
(2.30)
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Enfin, pour retrouver les parameétres d’intérét, il suffit de calculer :

B=\Q+ 1
Rappel éq. 0, = (1/2) arctan (Un/Qn)
I8=1,-15,

ce qui correspond a la méthode suivante :

Algorithme 6 : Méthode Linéaire Séparable (MLS)

pour n=1,...,N faire

x=V\b;
P = x§+/x\§

0, = arctan(x3/x,)/2
n=% I
Retourner (I,‘;, I,I:, 9).

Remarque : La contrainte de positivité sur I} est vérifiée par sa définition en les pa-
rametres de Stokes. En revanche ce n’est pas vrai pour I;;. En effet, pour étre certains que
IY > 0, il faudrait vérifier que IV + I} > IP, ce qui méne a vérifier la contrainte épigraphique
I, > \/Q% +U2. L’introduction d’une telle contrainte est traitée dans le chapitre

2.2.3 Application sur données simulées et données astrophysiques
2.2.3.1 Applications sur données simulées

On se propose d’appliquer la MLS aux mémes données simulées que précédemment. La
figure[2.9représente les cartes des paramétres IP, I" et 6, reconstruites par les méthodes de la
double différence, du double ratio, par la MnLS et par la MLS, pour rdisk ¢ {3%,10%, 50%]}. De
la méme maniere que précédemment, les résultats sont plus bruités pour les reconstructions a
faible de taux de polarisation tandis que les zones plus brillantes sont mieux reconstruites.

La figure représente les EQMn des quatre méthodes ainsi que les rapports entre les
EQMn et la meilleure valeur d’EQMn pour chaque 74K, On voit que la MnLS et la MLS ont
exactement la méme EQMn. Les deux méthodes sont donc complétement équivalentes.

On remarque cependant, d’apres la figure que la contrainte de positivité est toujours
vérifiée pour la MLS. On pourrait donc s’attendre que dans le cas ot I'on a des problemes dans
les données, telles que de la saturation, qui font que le modeéle n’est plus vrai, la méthode li-
néaire donne de meilleurs résultats.
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2.2. MLS : Modé¢le Linéaire Séparable sur les parameétres de Stokes
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FIGURE 2.9 — Cartes reconstruites avec les différentes méthodes pour rdisk ¢ {3%,10%,50%]}.
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FIGURE 2.10 — Erreurs quadratiques moyennes normalisées des différents parameétres pour les
différentes méthodes. Les figures a) et c) représentent "TEQMn EQMn(x, gcz) pour les différentes

méthodes. Les figures b) et d) représentent le rapport entre ces EQMn et la meilleure valeur
de toutes les EQMn pour chaque valeur de 75k,
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Remarque : Dans le cas ou il n’y a pas de polarisation instrumentale, c’est-a-dire que les
matrices M; et M, dans sont des matrices identités, alors le modeéle des données de la
proposition[2.2.1st semblable au modéle des données supposé pour les méthodes de la double
différence et du double ratio (cf. section [1.1.5).

En effet pour les acquisitions out @ = 0°, on a (cf. tableau [2.1) :

d} = B1jn(0.51,+0.5Q,),

kell,...Ky} (2.31)
d5 i = Bojen(0.51, - 0.5Q,,).
Pour les acquisitions o @ = 45°, on a :
dS =B .(0.51,-0.5Q,),
kel{l,...Kys50) Lhn 1kn(0-5Ly Q) (2.32)
d3 rn = B2xn(0.51,+0.5Q,).
Pour les acquisitions ou a = 22,5° on a:
d} . =Bir.(0.51,+0.5U,),
kefl,...Kyy 50} Lkn kn(0-5T 2 (2.33)
d3 1n = Baxn(0.51,—0.5U,).
Pour les acquisitions o @ =77,5°, on a:
d}, =By x.(0.51,-0.5U,),
kefl,...Ky7 50} Lkn = Brn(0-51, 2 (2.34)

dg,k,n = By k,n(0.51,, + 0.5U,,).

En conclusion, sur données simulées et dans le cadre d’un modéle séparable, la MnLS et la
MLS donnent des résultats identiques, ce qui est rassurant vis-a-vis de I'utilisation du modele
linéaire dans un cadre plus complexe tel que le cas non-séparable des chapitres suivants.

2.2.3.2 Applications sur données astrophysiques

On se propose maintenant d’appliquer la MLS sur le méme jeu de données astrophysiques
pré-traitées que dans la section précédente, et de comparer les reconstructions avec les résultats
obtenus par la MnLS et les méthodes de la Double Différence et du Double Ratio. La figure
présente les cartes des parameétres reconstruits avec la MnLS et les méthodes de la Double
Différence et du Double Ratio. La figure 2.8 présente les cartes d’approximation de I'erreur de
chaque parameétre. La figure représente l'erreur absolue faite sur les intensités estimées
pour chaque méthode ainsi que I'erreur angulaire en degré. La figure représente ’erreur
relative faite sur les intensités estimées, c’est-a-dire que pour chaque pixel n € {1,...N} de
chaque parametre, I'erreur absolue a été divisée par I'intensité estimée.

On voit que les cartes de reconstruction et d’erreur de la MLS sont identiques aux cartes
de la MnLS.

2.2.3.3 Synthese des résultats

Dans cette section nous avons présenté un modele linéaire permettant de faire le lien avec
les méthodes de I’état-de-I’art. Nous avons vu que la MLS et la MnLS donnent des résultats
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identiques. La pertinence de la contrainte de positivité peut alors étre questionnée, cependant
il est nécessaire de vérifier également sont utilité dans un modele plus complexe avant de
conclure.

Etant donnés les résultats obtenus avec la MLS et la MnLS, les conclusions vis-a-vis de
I’état-de-I'art restent les mémes que dans la section précédente.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons présenté deux modeles séparables des données. Le premier est
un modéle non-linéaire basé sur le formalisme de Jones, paramétré par les intensités I'“, IP et
I’angle de polarisation 6. Le second est linéaire et est paramétré par les parameétres de Stokes I,
Q et U. Nous avons présenté deux méthodes d’estimation associées respectivement a ces deux
modeéles et avons montré qu’elles étaient identiques sauf dans le cas ou le modéle des données
faisait que la contrainte de positivité n’était pas respectée. Nous avons également montré que
ces méthodes donnent des résultats au moins aussi bons que les méthodes de I’état-de-1’art
et qu’elles avaient un avantage dans la prise en compte de la précision des données dans des
cartes de poids, surtout dans le cas de données manquantes.

En conclusion, I'utilisation d’'une méthode permettant de gérer les erreurs et les données
manquantes, telles la MnLS et de la MLS, pour la reconstruction a partir de données pré-traitées,
apporte un avantage qualitatif vis-a-vis de I'utilisation des méthodes de I’état-de-’art.

MnLS

Double Diff.

Double Ratio

FIGURE 2.11 — Cartes reconstruites avec les différentes méthodes de la cible RX]J 1615 observée
en bande H.
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Double Diff. Double Ratio MnLS MLS

2.107!

5.1072

21071

1.107¢

I?

5.1072

(a) Erreur absolue des différents parameétres

Double Ratio MnLS
'

(b) Erreur relative faites sur les intensités.

FIGURE 2.12 — Cartes d’erreurs de reconstruction de la cible RXJ 1615 pour les différentes mé-
thodes.
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Chapitre 3

Modele direct non-séparable des

données de 'instrument
ESO/VLT-SPHERE IRDIS

Dans le chapitre précédent, nous avons établi deux modéeles directs séparables des données,
dans le cas de données pré-traitées. Le probleme d’un tel modeéle est qu’il ne nous permet
pas de prendre en compte les pixels morts ou défectueux du détecteur. En effet pour obtenir
les données pré-traitées, notées ds, les données calibrées contenant les mauvais pixels, notées
d™S, ont été coupées, translatées et tournées. Ces transformations des données impliquent une
interpolation des pixels qui risque de propager les erreurs si celles-ci ne sont pas traitées a
priori. De ce fait, avant de faire les transformations, il est nécessaire de traiter les mauvais
pixels. Dans le cas séparable, ceux-ci sont donc traités, par interpolation des plus proches
voisins. Or, d’apres les résultats obtenus dans le chapitre précédent, la prise en compte des
données manquantes dans des cartes de poids apporte une amélioration non négligeable sur
Perreur de la solution. Il semble donc pertinent de se demander si la prise en compte dune
carte des pixels défectueux dans le modéle aura un effet aussi significatif.

Pour prendre en compte les pixels morts dans le modele, il est alors nécessaire de prendre
également en compte 'ensemble des transformations (découpage, translations et rotations)
permettant de passer du domaine des cartes reconstruites au domaine des données calibrées,
que nous précisons dans cette section.

Rappelons que le but de la modélisation directe est d’avoir une expression des données
d = (dm)keqt,..x)me(1,..,m en fonction du signal d’intérét ¥ = (x¢,)ee(1,.. 1) nef1,..,N) SOUS la
forme :

Rappel éq. d= B(f(:%)),

ot f : (RN)L — (RM)K est un opérateur de déformation fixe, et B : (RM)K — (RM)K un opé-
rateur de bruit aléatoire.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un modele des données calibrées, non-séparables
en les pixels n € {1,..., N}. Cela signifie quun pixel m € {1,... M} sur le détecteur correspond
a une combinaison de tous les pixels n € {1,..., N} des paramétres d’intéret. On notera le
modéle des données :

di = By(fi(%)), (3.1)
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ou kns : (RN)E — RM modélise I'instrument et les transformations du détecteur pour passer
du domaine des cartes reconstruites au domaine des données, et B : RM — RM représente le
bruit des données.

Le probleme d’une telle modélisation, est qu'un opérateur d’interpolation est souvent mal
conditionné. De ce fait, son utilisation lors de la résolution par approche inverse risque de
propager les erreurs. Il est donc nécessaire, lors de la résolution, d’ajouter un terme de régu-
larisation des cartes reconstruites.

Le but de ce chapitre est double. D’une part, modéliser I'ensemble des fonctions ( fi)xe(1,... k)
et la distribution de I'ensemble des opérateurs de bruit (By)ie(i,.. 1) de la formulation (3.1).
D’autre part, montrer 'apport de 'utilisation d’une méthode non-séparable régularisée pre-
nant en compte les mauvais pixels, par rapport a une méthode séparable ou ils auraient été
interpolés a priori (cf. Chapitre |2).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section je présente un premier modele
direct, linéaire, des données calibrées de I'instrument, basé sur le formalisme de Stokes, para-
métré par le signal d’intérét x5°¢s = (I,Q, U)T. Je propose ensuite une méthode d’estimation
des parametres de ce modele prenant en compte un terme de régularisation différentiable.
Nous I'appellerons Méthode Linéaire non-Séparable (MLnS). Je compare les performances de
la MLnS avec les performances de la Méthode non-Linéaire Séparable (MnLS), et de la mé-
thode de I’état-de-l’art dite du Double Différence pour la reconstruction a partir de données
pré-traitées, sur données simulées et données astrophysiques.

Dans la section[3.2] je propose une reformulation non-linéaire du modeéle direct linéaire, pa-
ramétré par le signal d’intérét x"°"1in = (1¥,Q, U)7. Je présente ensuite une méthode d’estima-
tion des parameétres, prenant en compte un terme de régularisation non-linéaire des parameétres
ainsi qu’une contrainte de positivité sur I'". Cette méthode est appelée Méthode non-Linéaire
non-Séparable (MnLnS). Enfin j’étudie et compare les performances de la MnLnS avec celles
de la MLnS pour la reconstruction a partir données calibrées, ainsi qu’avec les performances

de la MnLS et de la Double Différence pour la reconstruction a partir de données pré-traitées.

3.1 Modeéle direct linéaire non-séparable

3.1.1 Le modeéle direct non-séparable linéaire

Nous représentons les paramétres de Stokes par les vecteurs (x¢)ee(1,..1) € RYN. Rappelons
que le modéle séparable des données en les parameétres de Stokes s’écrit pour toute acquisition
k €{1,...K} et pour tout pixel n € {1,... N}, pour la partie j € {1, 2} du détecteur, de la forme

S S
A7y, = Bjn(f} (x)) avec:

’ GG 3 =
Rappel éq. ]tlks(x) = Zg:l VikeXtn

oules vy ¢ représentent 'action de I'instrument, a l"acquisition k, pour la partie j du détecteur,
sur la composante ¢ du signal d’intérét.

On définit par les opérateurs d’interpolation T : RN — RM/2, I'ensemble des transla-
tions et rotations des images gauches et droites du détecteur permettant de passer du domaine
des cartes reconstruites au domaine des données. Ils consistent en une transformée des coor-
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données des pixels, suivit d’'une interpolation des valeurs des pixels voisins suivant un noyau
d’interpolation donné. On a alors la proposition suivante :

Définition 3.1.1. Soit x = (ZIZ,E,IZE)T et (T;k)je1,2)ke(l,..K} ° RN — RM/2 un ensemble

d’opérateurs linéaires, alors le modéle linéaire non-séparable des données d € (RM)X s’écrit
Vke{l,...K,}, de la formed) = Bk(fk(:;f)) avec

3
Ty kv1,ke
ZlTZk Voke € 62
=1
ou
- o112, P (x). )
Rappel éq. [2-27) Vik1 = TC, Vik2 = % et V3 —R’Z( kv k)

Remarque : Les opérateurs (Tj,k)ke{l K},j=1,2 €tant linéaires par rapports aux cartes re-

geees

construites, les (T; x)keq1,..,k),j=1,2 commutent avec (Zézl v]-,k,gazé)ke{le}'j:Lz. La formula-
tion (3.2) est donc équivalente a

nS Tl kf k
e @ =1, kflgk]( x), (33)

. S ; S
oules (]?,k)je{lg},ke{l,...K} sont donnés par (2.26), avec (f]k(x))n = fix(x,) pourtoutn € {1,... N'}.
Si on souhaite changer de paramétrisation, il s’agit donc simplement de remplacer les ( f]Sk )je(1,2),ke(1,...K)>
par exemple par le modéle non-linéaire (2.4) dans le cas ou x = (I%,IP,0)T.

L’avantage de I'expression (3.3) est qu'elle ne nécessite d’appliquer les opérateurs (T x)xe(1,... k), j=1,2
qu’une seule fois chacun au lieu de L fois, ce qui fait un gain considérable d’opérations lors
de I'utilisation de cette fonction dans un algorithme nécessitant beaucoup d’itérations pour
converger.

3.1.2 Résolution par approche inverse différentiable

Pour estimer les parameétres I, Q et U du modele des données exprimé dans la proposi-
tion comme dans le chapitre précédent, on cherche les paramétres maximisant la vrai-
semblance des données. Cela correspond a trouver les parametres minimisant le carré de la
distance de Mahalanobis associée au modéle, c’est-a-dire :

K
1
X € Argmin - df(ls nS (3.4)
xe]RL ; 2 ” ”Wk
ou
C dnS —1’
Vke(l,...K}, Vme(l,..M}, Wy, = ov(di) (3.5)

0 si pixel ou acquisition invalides.
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Chapitre 3. Modéle direct non-séparable des données de I'instrument ESO/VLT-SPHERE IRDIS

La différence entre cette formulation et la formulation est que ce critere ne peut pas étre
résolu indépendamment en chaque pixel n € {1,... N}, car un pixel m € {1,... M} ne corres-
pond pas a un unique pixel n € {1,... N}.

Les données sont supposées indépendantes dans le temps et pixel-a-pixel, d’ou le fait que
(Cov(d)™)x ;» = Cov(dj ,,,)~!. Dans la suite on notera I'attache aux données

S5
)= ) ldi=fil®)liy, (3.6)
k=1

La fonction @ est convexe et différentiable de gradient f-Lipschitz, avec f = Zle Il fell- Le
probléme d’une telle attache aux données est que les opérateurs de translations, ont leurs plus
petites valeurs propres nulles ou proches de zéro. Ils sont donc mal conditionnés. De ce fait,
comme cela a été montré dans la partie une résolution par approche inverse d’une telle
attache aux données amplifierait le bruit dans la reconstruction. C’est pourquoi il est nécessaire
d’ajouter un terme de régularisation.

Dans ce chapitre, nous comparons deux régularisations. D'une part, la régularisation de
Tikhonov, dont la formule est donnée par I’équation (1.47), qui consiste en une norme ¢, sur
le gradient des parameétres reconstruits. Comme nous appliquons cette régularisation indé-
pendamment sur les cartes I, Q et U, la fonction de régularisation s’écrit alors pour A, > 0
comme :

L
1 2
= ;Agnvxguz, (37)
=1

ou D correspond ici a I'opérateur de différences finies normalisées. La fonction R est convexe,
différentiable de gradient A-Lipschitz.

D’autre part, I’approximation hyperbolique de la Variation Totale (TV-h), dont la formule
est donnée par I’équation (1.50). Une telle régularisation devrait nous permettre des bords plus
francs dans les cartes d’intensités. Le terme de régularisation est donné ¥ A, u, > 0 par

L
=) Ae) (JIDuwel3 + i - pe), (5.5
=1 n

qui est différentiable de gradient max,{A./p,}-Lipschitz.
Finalement, reconstruire les parametres I, Q et U a partir du modele des données de la
définition revient a résoudre le probleme :

X € Argmin O (x) + R(x), (3.9)
xe(RN)L

avec @, R : (RV)l = IR convexes et différentiables. Posons maintenant F(x) = ®(x) + R(x).
Comme F est convexe car somme de deux fonctions convexes alors on a :

X € Argmin F(x) & VF(x) >0, (3.10)

ou V représente ici le gradient de la fonctionnelle.
Le systéme n’étant pas inversible, il est nécessaire de passer par des méthodes itératives
telles que les descentes de gradient ou les méthodes de Newton. C’est pourquoi nous avons
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3.1. Modéle direct linéaire non-séparable

choisi, pour résoudre le probléme (3.9), une méthode quasi-Newton. Nous utilisons une mé-
thode de gradient préconditionné avec un préconditionnement par Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno & mémoire limitée (¢- -BFGS), introduite dans la partie [1.3.2]

Les parametres I, IP et O sont ensuite retrouvés par combinaison des parametres de

Stokes :
ﬁ)n =y 6% + ﬁ:rzl

Rappel éq. 0, = (1/2)arctan (ﬁn/an)
=1,-15.
Cependant, tout comme dans le cas séparable, la positivité en chaque pixel n € {1,... N} du pa-

rametre I" ne peut pas étre assurée.

3.1.3 Simulation des données calibrées

Pour pouvoir tester les méthodes non-séparables, il est nécessaire d’avoir des données syn-

thétiques calibrées. Celles-ci sont créées a partir des mémes cartes ?ﬁ ﬁ et :éz que celles si-
mulées dans la partie[2.1.3] En utilisant le fait que (2.4) et (2.26) sont équivalentes, je combine
d’abord les cartes en utilisant la fonction (2.4), puis je convolue le résultat par une PSF instru-
mentale afin de ressembler aux données astrophysiques, ou les objets ont été convoluées par
la PSF instrumentale. J’applique ensuite les opérateurs linéaires selon (2.4) pour passer dans
le domaine des données calibrées. J'effectue alors K x M réalisations de bruit a partir d’'une
graine de générateur aléatoire fixe, afin de constituer le cube de données calibrées. Sont éga-
lement introduits 10% de pixels morts choisis aléatoirement. Les cartes de poids associées a
chaque acquisition sont simulées en paralléle d’apres (3.5).

Comme dans la section précédente, j’ai simulés des jeux de données pour six taux de po-
larisation du disque T4 € {3%, 7%, 10%15%, 25%, 50%).

Pour pouvoir comparer les méthodes non-séparables avec les méthodes séparables, il est
nécessaire de pré-traiter les données calibrées simulées. Les pixels morts sont donc interpolés
en faisant une interpolation linéaire des plus proches voisins. Les données aux pixels morts
interpolés sont ensuite tournées et translatées en utilisant la transformées de coordonnées
inverse et en interpolant selon le méme noyau de convolution que pour la simulation des
données calibrées. Les mémes étapes sont également appliquées sur les cartes de poids.

3.1.4 Application sur données simulées et données astrophysiques

Dans cette section, nous étudions les performances et la qualité des résultats obtenus par la
Méthode Linéaire non-Séparable en comparant les résultats obtenus, sur données simulées et
sur données astrophysiques calibrées, aux résultats obtenus par la Méthode Linéaire Séparable
(MLS) et le Double Ratio sur données pré-traitées.

La MLnS est une méthode régularisée par un ensemble de parametres (A¢)¢e1,..1) qui né-
cessitent d’étre réglés de maniére optimale, c’est-a-dire de maniere a optimiser un critere de
qualité donné. Dans le cas de 'application sur données simulées, il est possible de choisir les
hyperparametres comme ceux minimisant la somme des Erreurs Quadratiques Moyennes nor-
malisées des composantes du parameétre d’intérét x € (RN )L.
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Nous rappelons que pour la composante £ € {1,...,L} d’une estimation ¥ € (RN)! du

S
=

juawajrer}-axd
juawajres}-axd

|
|

FIGURE 3.1 - Simulation des données calibrées et des données pré-traitées, pour 74K = 10%.
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3.1. Modéle direct linéaire non-séparable

parameétre vrai % € (RN)L, IErreur Quadratique Moyenne normalisée est définie pour tout
le{l,...L} par:

—~ X
Z,leﬁg(x€ =X en)
N X2 ’
Zn 1 X¢en

Rappel éq. EQMn(xy, 392:5) =

ou Ny est 'ensemble des pixels valides ou représentatifs de la composante ¢ € {1,...L}.

Dans la suite on note alors (/\g)EQK{“‘P 1) I’ensemble des hyperparametres minimisant la

somme des EQMn dans le domaine des paramétres. On note X """ = (T BQunp (QEQn? TJ EQMnP) T
les parametres reconstruits par la méthode linéaire pour un tel ensemble d’hyperparametres
et 0™ PPN ot @ ot Jeg parametres associés.

Dans le cas de lareconstruction sur données astrophysiques, rappelons que comme la vérité
terrain n’est pas connue, il n’est pas possible d’utiliser TEQMn pour juger la qualité de la
reconstruction. De plus, comme dans cette section nous régularisons la solution, nous biaisons
notre reconstruction. De ce fait il n’est pas non-plus possible d’utiliser la borne de Fréchet-
Darmois-Cramer-Rao (FDCR) pour avoir une borne inférieure a 'EQM des parameétres. En
effet, la borne de FDCR n’est qu'une borne inférieure de la covariance. Cela ne nous donne
donc aucune information sur le biais et donc sur 'EQM.

C’est pourquoi nous utilisons alors I’estimateur non-biaisé du risque de Stein (SURE : Stein
Unbiased Risk Estimator), qui est un estimateur de 'EQM dans le domaine des données, c’est-
a-dire :

Rappel éq. 559) EQMIonées () = Y K| (£75(%) - £75(X))?|.

Pour une étude plus approfondie, se référer aux sections [5.1.3| pour une application simple et

.pourl application a ces méthodes. Dans la suite on note alors ()\g)i,“efl 1) I’ensemble des hy-

perparamétres minimisant le critére SURE. On note " = (I, QU, US"™)T Jes paramétres
reconstruits par la méthode linéaire pour un tel ensemble d’hyperparametres et 7 07 et
0% Jes parameétres intensités et angle associés.

Dans la section 5.3 il est montré que pour le cas linéaire, I'ensemble de hyperparametres
(Ag)EQA{d“P 1) est trés différent de (Ag)seU:{Ele}. C’est pourquoi dans le cas de données simulées,
nous comparons les résultats obtenus pour chacun des deux ensembles d’hyperparameétres.
Dans le cas des données astrophysique, nous comparons les résultats pour un ensemble d’hy-
perparameétres donnant une valeur du critere SURE minimale.

Par ailleurs, les parametres Q et U contenant les mémes structures, on émet ’hypothése
qu’ils ont la méme régularité, c’est-a-dire A, = A3. De ce fait, dans le cas de la MLnS, nous
avons seulement deux hyperparameétres a estimer.

3.1.4.1 Résultats sur données simulées

Comme dans le chapitre précédent, nous avons appliqué la méthode sur données simulées
pour différent taux de polarisation du disque rdisk ¢ {3%;7%;10%;15%;25%;50%}. Pour la
correspondance en termes de SNR et de taux total de polarisation 7*!, se référer a la figure

Sur la figure sont affichées les reconstructions obtenues pour rdisk ¢ {3%;10%;50%]},
par la méthode de la Double Différence et de la Méthode non-Linéaire Séparable (MnLS) sur
données pré-traitées et par la Méthode Linéaire non-Séparable (MLnS) sur données calibrées,
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avec régularisation de Tikhonov et a préservation de bord TV-h, pour des valeursde; 1

et =1.0n xe les hyperparametre§ ) ;... oComme ceux minimisant d'une part 'EQMn

dans le domaine des parametres, notée EQMn-P, et d'autre par le critéere SURE. Visuellement,
il est di cile de voir une di érence vis-a-vis du parameétré Y reconstruit. En revanche, pour

le paramétrd P, on voit que pour %K 2 £3%; 10%gil y a clairement une di érence entre les

- ; EQMn-P
reconstructions ave¢ - \SZL]fTE.Lget les reconstructions avec ‘)‘2(?1-?-|_g-

En e et les valeurs reconstruites dans les anneaux proches du centre pour les hyperpa-
rametres( - ‘SZL#T-I:E::LQ ont une intensité plus faible et semblent plus régularisés. De plus, dans
le cas des hype'rparamétres réglés avec SURE, la régularisation semble plus forte, lors de la
régularisation, par TV-h pour = 0;1 qu'avec Tikhonov. Notons que les anneaux au centre
correspondent a une zone ou le contraste est trés élevé et donc le SNR tres faible. Par ailleurs
on voit que lorsque augmentej.e. =1, la reconstruction tend a ressembler a celle obtenue
avec une régularisation de Tikhonov. Lorsqu'on regarde les cartes d'angleconstruites,

pour 9sk=30, |a reconstruction ave¢ ?g??.l_gsemble bien meilleure.

Pour juger la qualité des reconstruction de maniére plus rigoureuse, la 3.3 repré-
sente 'EQMn des paramétrd¥, ¥ et P pour les di érentes méthodes en fonction du taux de
polarisation du disque. Dans la gure 3]3a sont traces les EQMn dans le cas ou les hyperpara-
metres minimisent le critere SURE. Dans la gure 3.3b sont tracés les EQMn dans le cas ou les
hyperparamétres minimisent I'erreur quadratique moyenne des parameétres.

Pour l'intensité non-polarisée", on voit que I'EQMn des parameétres reconstruits avec
la MLNS, pour les hyperparamétreés‘)?’z‘ﬁﬁm est toujours plus faible que celle des recons-

tructions séparables. Pour le choix d'hyperparamét(res)i?i’,'f@ l'erreur des méthodes non-

séparables est rarement plus faible que I'erreur faite sur les méthodes séparables.

Pour l'intensité polarisé&P, on voit que pour les hyperparameétrés- )?’zlfﬁig, I'EQMn est
plus élevée que I'EQMn des méthodes séparables, sauf a trés faible taux de polarisation. On voit
par ailleurs que l'erreur est plus faible pour une reconstruction avec TV-h, mais que le choix

de ne semble pa; grandement I'in uencer. Pour le choix des hyperparamétre Z?RAPLQ
on voit que pour 9K < 25%, pour Tikhonov et TV-h avec = 1, les reconstructions sont

meilleures que celles de I'état-de-I'art. Dans le cas de0;1 c'est le cas pour 9k < 15%,

Enn pour , on voit que 'EQMn de la reconstruction avec TV-h est toujours plus faible
que celle des méthodes de I'état-de-I'art, aussi bien e(ve).szlﬁﬁmqu'avec( ‘)‘Ezgi/;l:_:ig Pour

=0;1, quand 9k 2 [7%;15%] I'erreur faite surb pour ( \)‘Ez(‘f);/_':'ig est de0;10 plus faible

gue l'erreur angulaire ave€ \)\Szlﬁ_'?lg. Elle reste plus faible pour les autre cas également mais

pour une erreur inférieure ;10 . Pour Tikhonov, si pour 95K < 250 la MLnS avec les hy-
N SURE : A A :
perparametreg - ‘2f1;:::LgeSt meilleure que les méthodes séparables ce n'est pas le cas pour

des taux de polarisation du disque plus élevés. Dans le césg ?fﬂg, la méthode est moins

bonne que les méthodes séparables pdli*  10%. La méthode avec TV-h pour= 1 donne
une erreur angulaire plus élevée qu'avec= 0;1 mais moins élevée qu'avec Tikhonov. Par
ailleurs dans le cas d'une régularisation par Tikhonov ou pour TV-h avee 1 'EQMn est

plus faible pour( \)szlﬁﬁl_gque pour( )EZ?Y'NLZ sauf pour TV-h lorsque 9k > 250,
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Figure 3.2 Cartes reconstruites avec les di érentes méthodes posk 2 £3%:; 10%; 50%g
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Figure 3.2 Cartes reconstruites avec les di érentes méthodes poutsk 2 £3%: 10%;50%q
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