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OZET

Duragan Olmayan isaretler icin Zaman-Frekans Analizi

Bu tez caligmasinda, duragan olmayan isaretlerin zaman frekans analizinde yaygin
olarak kullanilan Gabor gosterimi, siniisoidal taban fonksiyonlar1 kullanan klasik
acilimdan kesirli taban fonksiyonlar1 ile genel bir a¢ilim haline getirilmistir. Bu agilimin
analiz ve sentez taban kiimelerine ait tamlik ve ikili diklik kosullar1 da elde edilmistir.

Daha sonra, sayisal isaretlerin islenmesinde kullanilabilecek ayrik zamanh Kesirli bir
Gabor agilimi siirekli zamandaki tanimdan 6rnekleme kullanilarak elde edilmistir. Bu
acilimin tamhik ve diklik kosullarmin elde edilmesiyle, Kesirli Gabor a¢ilimi ayrik
zamanli igaretlerin analizinde bilgisayar ortaminda hesaplanabilir hale gelmistir. Ayrica
yapilan isaret analizinin ¢Ozlinlirliglinii artirmak amaciyla bir pencerenin zamanda
Olceklenmesiyle elde edilen farkli pencereler ile Cok Pencereli Kesirli Gabor agilimi da
verilmistir.

Tez ¢aligmasmin sonunda duragan olmayan isaretlerin zamanla degisen izge kestirimi
icin Evrimsel izge yaklasinm verilmistir. Bu izge gosterimi ile kesirli Gabor agiliminin
katsayilar1 arasida bir iliski kurularak Evrimsel Izge ¢ekirdegi elde edilmistir. Evrimsel
izge, bu gosterimin zamanla degisen g¢ekirdeginin genlik karesi olarak verilmektedir.
Boylece isaret i¢in, hem bir Zaman Frekans gosterimi hem de bir Zaman Frekans izgesi
aym anda elde edilmektedir. Onerilen ¢ok pencereli kesirli Evrimsel izge yontemi ile
pozitif ve yiiksek ¢oziliniirliige sahip bir Zaman Frekans izgesi elde edilebilmektedir.



SUMMARY

Time-Frequency Analysis for Non-Stationary Signals

In this dissertation, the traditional Gabor represantation with sinusoidal basis functions,
which is widely used in the time-frequency analysis of non-stationary signals, is
extended to the Fractional Gabor expansion with fractionally modulated basis functions.
The completeness and biorthoganility conditions of the analysis and synthesis basis sets
of the expansion are derived.

Then, a discrete fractional Gabor expansion, that can be used to analyze discrete-time
signals, is obtained by sampling the continuous-time represantation. By deriving the
completeness and biorthoganility conditions, the discrete fractional Gabor expansion
can be implemented on a computer to analyze discrete-time signals. Furthermore, to
increase the time-frequency resolution of the signal represantation, time-scaled version
of a mother window are used to obtain Multi-window fractional Gabor expansion.

Finally an evolutionary spectral analysis approach is given for the time-varying spectral
analysis of non-stationary signals. The connection between spectral representation and
the fractional Gabor coefficient is established and the evolotionary kernel is estimated.
Evolutionary spectrum is calculated as the magnitude square of this time-varying
kernel. Thus, a time-frequency signal represantation and a time-varying spectrum is
obtained simultaneously. Using the proposed multi-window fractional evolutionary
spectral method, positive time-frequency very spectra with high resolution can be
calculated.



1. GIRIS

Genellikle fiziksel bir sistemin davranigina ya da durumuna iligkin bilgi tasiyan her ¢esit
biiyiikliik isaret olarak tanmimlanir [1]. Isaretler insanlarin birbirleriyle ve insanlarin
makinalar ile iletisim kurmalar1 olarak da tanimlanabilmektedir [2]. Bu tanimlamalara
gore insanlar arasindaki konugma, bilgisayarlarin programlanmasi isaretlere Ornek
olarak verilebilecegi gibi bir ildeki giinesin giinliikk degisimi veya sicaklik degisimi de

isaret olarak kabul edilebilir.

Isaret isleme, bir isaretin icerigini degistirmek, onu tekrar temsil etmek veya baska bir
forma ¢evirmeye yoneliktir. Ornegin: Cesitli isaretlerin bir sekilde bilesiminden olusan
isareti, bilesenlerine ayirmak, bazi bilesenlerin iyilestirilmesi veya parametrelerinin
degistirilmesi. Yillar boyunca isaret isleme ¢ok degisik alanlarda uygulamalar
bulmustur; ses, veri iletisimi, biyomedikal mithendisligi, akustik, sonar, radar, sismoloji,

petrol aramalari, robotiks bunlar arasinda sayilabilir.

1.1 ZAMAN-FREKANS ISARET ANALIZINE GIRi$

Isaretleri, degiskenlerini dikkate alarak iki biiyiik grupta toplamak miimkiindiir [1].

a- Siirekli zamanl igaretler

b- Ayrik zamanl isaretler

Konugsma, 1s1 fonksiyonlar1 siirekli zamanli isaretlere, her sabahki sicakligin

kaydedilmesi ayrik zamanli isaretlere 6rnek olarak verilebilir.

Isaretin, tiim ¢ anlarinda alacag degerler biliniyorsa deterministik, herhangi bir # aninda,
genlik degerinin belirli iki deger arasinda kalma olasilig1 biliniyorsa bu isarete rasgele
isaret denir. Bu isaret olasilik yogunluk fonksiyonu ile tanimlanir. Eger rastgele isaretin
istatiksel 6zellikleri zamandan bagimsizsa (degismiyorsa), bu isaretin olasilik yogunluk

fonksiyonu da zamandan bagimsizdir. Boyle isaretlere “duragan isaretler” denir. Tabii



istatiksel ozellikleri zamanla degisen isaretlere de “duragan olmayan” isaretler denir.
Isaretlerin ¢ogu rastgele isaret oldugundan, bunlarm gdsteriminde kullanilan

matematiksel iglemler rastgele islemlerdir [2].

Isaretlerin zamanla degisimi temel bir gosterimdir ¢iinkii “zaman” temel bir gdstergedir
[3]. Isaretlerin degisik gosterimlerinin, isaretin dogasini anlamakta pek cok yarar1
olmaktadir. Bu degisik gosterimler isareti “tam bir islevler (fonksiyonlar) seti” ile
tanimlamak yolu ile elde edilebilirler. Olaya matematiksel olarak bakacak olursak, bir
isareti temsil etmenin sayisiz yolu vardir. Bir gosterimi digerlerinden 6nemli hale
getiren; o isaretin anlasilmasinda 6nemli olan fiziksel niceligin, kullanilan gosterimde,
diger gosterimlere goére daha iyi temsil edilebilmesidir. Zamanin yaninda en 6nemli
niceliklerden bir tanesi de “frekans” tir. Isaretlerin, frekans gdsteriminin matematigi
Fourier tarafindan tanimlanmistir. Bu tanimlamada, isaretlerin, bir temel frekans ve
bunun harmonik frekanslarmin, degisik genliklerle bir dogrusal birlesimi seklinde
temsil edilebilecegini One siirmiistiir. Fourier analizinin giicii, isareti onu olusturan
frekans bilesenlerine ayirmasi ve bunu o bilesenin giicii ile dogru orantili elde etmesidir.
Fourier analizinden elde edilen matematiksel model o isaretin “izgesel” gdsterimi olarak
tanimlanir (isareti olusturan frekans bilesenlerinin dagilimmi gosteren grafige izge
denir). Bu izge analizi ile duragan isaretlerin frekans analizi ya da gii¢ spekturumu
klasik Fourier doniisiimii ile elde edilebilir. Bu analizin kotli yani ise bize izgeyi
olusturan frekans bilesenlerinin hangi ¢ aninda ortaya ¢iktig1 bilgisini vermemesidir [4].
Gilin dogumundan, giin batimma kadar olan zaman diliminde, giinesin bulundugumuz
noktaya yaptig1 istmanm Fourier analizini yapacak olursak, bu analiz bize 1simaya ait
izgeyl vermesine ragmen, 1simanin en yiiksek oldugu saat hakkinda bir bilgi vermez.
Ama biz bu analizi giin boyu degil de, gliniin dogumundan giin batimina kadar beser
dakikalik zaman dilimleri i¢in yapacak olursak, istmanm maksimum oldugu zamani
tespit etmek kolay olacaktir. Bu analizi yaparken, beser dakikalik siireler igerisinde
glinesin 1s1masinin yavas degistigi kabulii yapilmistir. Eger bu bes dakikalik zaman
fazla ise, bunu azaltmak daha iyi bir zaman frekans ¢oziiniirliigii verecektir. Bu Kisa-
Zamanli Fourier Doniisiim’liniim (KZFD), (short-time Fourier veya spektrogram) temel
cikis noktasidir. KSFD zamanla degisen isaretlerin analizinde kullanilan standart bir

yontemdir.



Zaman Frekans (ZF) analizinin genel amaci, bir isareti olusturan bilesenlerin her birini
zaman frekans diizleminde i1yi bir ¢Oziliniirliikte gostermek olarak Ozetlenebilir yada
isaret i¢in zamanla degisen bir gii¢ izge’sini kestirmek’tir. Kisa siireli Fourier doniigiimii
disinda son 25 yil i¢inde cok cesitli yontem, isaretlerin zaman frekans analizi i¢in
gelistirilmis ve basar1 ile uygulanmistir. Cohen sinifi zaman frekans dagilimlari, ilgin
smifi zaman frekans dagilimlari, evrimsel izge teorisi, zaman frekans isaret gosterimleri
(dalgacik doniisiimii, Gabor, Malvar acilimlari) ve yiiksek dereceli zaman frekans
dagilimlar1 bunlara 6rnek olarak sayilabilir. Bu yontemler, ses isleme, biyometrik ve
endiistiyel isaret isleme, haberlesme sistemlerinde isaret analizi ve modellenmesi gibi

bir ¢cok alanda kullanilmaktadir.

Bu tezde ise, duragan olmayan isaretlerin zaman frekans analizinde yaygin olarak
kullanilan Gabor gosterimi siniisoidal taban fonksiyonlar1 kullanan klasik acilimdan,
kesirli taban fonksiyonlari ile genel bir agilim haline getirilmistir. Bu acilimim analiz ve
sentez taban kiimelerine ait tamlik ve ikili diklik kosullar1 elde edilmistir. Sayisal
isaretlerin islenmesinde kullanilabilecek ayrik zamanl Kesirli bir Gabor agilimi siirekli
zamandaki tanimdan Ornekleme kullanilarak elde edilmistir. Bu agilimm tamhk ve
diklik kosullarmin elde edilmesiyle, Kesirli Gabor agilimi ayrik zamanh isaretlerin
analizinde bilgisayar ortaminda hesaplanabilir hale gelmistir. Bu ac¢ilimla ilgili ¢esitli
ornek analizler yapilmistir. Ayrica yapilan isaret analizinin ¢oziiniirliglinii artwrmak
amaciyla bir pencerenin zamanda 6lgeklenmesiyle elde edilen farkli pencereler ile ¢ok

pencereli kesirli Gabor ac¢ilimi da verilmistir.

Calismasinin sonunda duragan olmayan isaretlerin zamanla degisen izge kestirimi i¢in
Evrimsel izge (EI) yaklasimi verilmistir. Bu izge gdsterimi ile kesirli Gabor a¢iliminin
katsayilar1 arasida bir iliski kurularak Evrimsel Izge ¢ekirdegi elde edilmistir. Evrimsel
izge, bu gosterimin zamanla degisen g¢ekirdeginin genlik karesi olarak verilmektedir.
Boylece isaret i¢in, hem bir Zaman Frekans gosterimi hem de bir Zaman Frekans izgesi
aym anda elde edilmektedir. Onerilen ¢ok pencereli kesirli Evrimsel izge yontemi ile

pozitif ve yiiksek ¢oziiniirliige sahip bir ZF izgesi elde edilebilmektedir.



2. MALZEME ve YONTEM

Bu bolimde, zaman frekans isaret analizi i¢in gelistirilmis cesitli yontemler
siniflandirilarak 6nemli yontemler hakkinda kisa bilgiler verilecektir. Ayrica bu tezde
sunulan yontemlere motivasyon olusturmasi agisindan mevcut yontemlerin eksiklikleri

tartisilacaktir.

2.1. ZAMAN-FREKANS ANALiZ YONTEMLERI

Zaman frekans dagilimlarmi olusturmak i¢in bir¢cok farkli yontem oldugundan, bunlari
yapilarma ve 6zelliklerine gore siniflandirmak faydahidir:
1. Dogrusal zaman frekans dagilimlari

2. Karesel zaman frekans dagilimlar1

Dogrusal zaman frekans dagilimlarina Kisa Zamanli Fourier Doniisimii (KZFD) ve
Dalgacik Doniisiimii (DD) o6rnek olarak verilebilir. Karesel zaman frekans
dagilimlarina spektrogram, skalogram (DD’nin genliginin karesi), Wigner Dagilimi
(WG) ve genel olarak Cohen sinifi zaman frekans dagilimlar1 6rnek olarak verilebilir.
Zaman frekans dagilimlari, cogu kez bir isarete bir operator uygulandigi zamanki
davranis1 ile karakterize edilebilir. Bu operatdrlerin en belirgin 6rnekleri zamanda
Oteleme operatorii, frekansta Gteleme operatorii (frekans modiilasyonu operatorii) ve
olcekleme operatoriidiir. Isaretteki degisim, zaman frekans dagilimma yansiyorsa bu tip
zaman frekans dagilimlarina operatorle degisen (covariant) denilir. Ornegin, eger
y(t)=x(t-ty) ise zamanda Oteleme operatorii ile de§isen bir zaman frekans dagilimi

oldugunda 7)(t, w)=T(t-t), ®) esitligini saglamalidir.

1. Cohen Smifi: Zamanda ve frekansta oteleme ile degisen,
2. Ilgin Smif (Affine Class): zamanda 6teleme ve dlgekleme ile degisen,

3. Hiperbolik Sinif: hiperbolik zaman 6telemesi ve dlgekleme ile degisen,

Iki smifin kesisimleri, Wigner Dagilim1 gibi ii¢ operatdrle de degisen zaman frekans

dagilimlarini igerir. Spektrogramlar karesel isaret fonksiyonlaridir, zamanda 6teleme ve



frekansta oteleme ile degisirler, bu nedenle de Cohen sinifinin iiyelerindendir. Benzer
sekilde, skalogramlar da karesel isaret fonksiyonlaridir. Zamanda 6teleme ve 6lgekleme
ile degismektedir, bu nedenle de Ilgin smifin iiyelerindendir. Son olarak, karesel zaman
frekans dagilimlar1 yukarida bahsedilen {i¢ operatdrden baska operatorlerle de degisen
olarak tanimlanabilir. Zaman frekans dagilimlarinin hiperbolik smifi buna bir 6rnektir
[5]. Hiperbolik smif ile Ilgin smf kesisir, ama hiperbolik smif, Cohen smifi ile
kesismez. Baraniuk [6] son zamanlarda karesel zaman frekans dagilimlarmin keyfi
secilmis operatorlerle de degistigine dair onemli bir sonu¢ gostermistir. Karesel
dagilimlarin sorun ¢ikaran bir yonii her zaman g¢apraz (cross) terimler icermesidir.
Capraz terimler iki nedenden dolayr istenmez. Birincisi, dogru yayilim fonksiyonu
negatif olmayabilir, fakat capraz terimler negatif degerlere sahip olabilir. ikincisi,

capraz terimler isaret i¢inde genellikle enerji tasiyor olarak gosterilemez.

Ayrica zaman frekans dagilimlari, isaretin ne dogrusal ne de karesel fonksiyonlar1 olan
durumlar da vardir. Bunlar ii¢ grupta siniflandirilabilir: karesel dagilima yakin olanlar,
acikca yliksek dereceli dagilimlar ve pozitif dagilimlar. Bazi yontemler karesel olan
Cohen ve Ilgin smiflarma ¢ok benzerdir, fakat karesel olmadig: i¢in “karesele yakin”
diye adlandiracagiz. Zaman frekans dagilim c¢ekirdegi uyarlanir isaret olmasina izin
veren Ornekler karesel formlara yakindir [7,8,9,10]. Auger ve Flandrin [11]’in yeniden
ayirma metodu karesele yakin olanlar i¢in diger bir yaklagimdir. Karesele yakin zaman
frekans dagilimlari, ¢ogu zaman karesel zaman frekans dagilimlarindan daha iyi
performans saglarlar. Diger zaman frekans dagilimlar1 isaretin agik¢a yliksek dereceli
fonksiyonudur. Bazi Ornekleri, Boashash ve O’Shea [12]’nin polinomsal Wigner
dagilimlari, Stankovic [13,14,15]’in L-Wigner dagilimlari, Fonollosa ve Nikias [16]1n
Wigner yiiksek dereceli moment izgesidir. Bu yiiksek dereceli yontemler ¢ok 6zel
isaret smiflar1 icin dikkate deger sonuglar verir, fakat bir¢ok isaret icin cok verimli
olmayan sonuclar saglar. Bu yiiksek dereceli dagilimlar umut vermektedir, fakat su

anda c¢ok 1y1 anlasilamamiglardir.

Zaman frekans dagilimin pozitif degerli olmasi siklikla arzu edilir ve Cohen her zaman
pozitif degerli olan genel bir zaman frekans sinifi olusturmustur [17]. Madem ki bu ¢ok
genel bir smiftir, yukarida bahsedilen biitiin smniflarla (karesel olan veya olmayan)

kesigir. Bu smif ile ilgili ana sorun, sinif icinde zaman frekans dagilimlarinin nasil



olusturulacag1 a¢ik degildir. Loughlin [18] ve Sang [19] karesel zaman frekans

dagilimlarindan pozitif zaman frekans dagilimlar1 yaratmislardir.

Son calismalarda, zaman ve frekanstan farkli niceliklerden dagilimlar olusturulmustur
[3,20,21,22]. Zaman ve frekans disinda kalan en genel dagilimlar, zaman ve
dlceklemedir. Olgekleme genel diisiincesi, frekans ve bazi zaman frekans dagilimlari ile

yakindan iligkilidir. Ornegin; ilgin smif zaman-dlgekleme dagilimlarina benzerdir.

2.2. KISA ZAMANLI FOURIER DONUSUMU (KZFD) VE SPEKTROGRAM

Zaman i¢inde istatistiksel 6zelligi degisen isaretler duragan olmayan isaretler olarak
bilinir. Duragan olmayan isaretlerin analizi i¢in Fourier Doniisimii yetersiz kalir.
Duragan olmayan isaretlerin analizinde en ¢ok kullanilan yontem, KZFD’diir [3].
Ciinkii KZFD basit ve etkili bir ydontemdir. Ornegin; baslangicinda keman, sonunda
davul sesi olan, bir saat siiren bir miizik parcasi dinledigimizi kabul edelim. Bu ses
isaretinin tiimiiniin Fourier analizini yaparsak, enerji izgesi, keman ve davul seslerinin
sahip oldugu frekanslarda sigramalar gosterecektir. Bu bize parcada keman ve davulun
oldugunu s6ylemekte fakat keman ve davul seslerinin ne zaman olustugunu gdsteren bir
bilgi vermemektedir. Bu bilgiyi elde etmenin en uygun yolu, bir saatlik isareti bes
dakikalik parcalara aywrmak ve her bir araligin Fourier analizini yapmaktir. Her bir
parcanin izgesine ayri ayri bakarsak, keman ve davul seslerinin hangi bes dakikalik
aralikta olustugunu gorebiliriz. Daha iyi bir yerlestirme yapmak istersek, bir saati bir
dakikalik daha kiiciik parcalara ayirir ve her bir parcanin Fourier analizini yapariz. Yani
KZFD’nin temel fikri, duragan olmayan isareti duragan olan kii¢iik zaman pargalarina
ayirmak ve bu zaman parcalarindaki frekanslar1 belirlemek i¢in bu araliklarin Fourier
analizini yapmaktir. Fourier analizi yapilmis parcalarin bir araya getirilmesi, isaretin

izgesinin zaman i¢inde nasil degistigini gosterecektir.

Bu parcalar i¢inde, isaretin istatistiklerinin yavas degistigi farzedilir ve zaman boliimii

icerisinde igaret parcalara ayrilarak izgesel analizi yapilir. Bilgi, birbiri lizerine Grtiisen



pencerelerin i¢ine bdliinerek konur. Her alt boliimlemenin analizi genelde zamandan

bagimsiz izge vermek icin Fourier déniisiimii ile kestirilir. Bir isaretin, x(z), KZFD’ii
X (o) = [ wz -t)x(r)e " de 2.1

ile verilir, burada w(?) pencere fonksiyonudur. x(z)’nin enerji yogunlugu veya

spektrogrami
1 2
Skzrp (t,0) = E|X(f,0))| (2.2)

denklemiyle verilir. Zamandaki degisimleri yakalamak i¢in zaman boliimlemeleri yeteri
kadar dar ve frekans bilgisini igerecek kadar da uzun olmalidir. Bir bagka deyisle 1yi bir
zaman yerlestirmesi isteniyorsa w(?)’lik dar pencere kullanma zorunlulugu vardir. Eger
ki 1y1 bir frekans yerlestirmesi yapilmak isteniyorsa, bu defa da genis banth bir pencere
kullanma zorunlulugu vardir. Buna karsin pencere zamanda ve frekansta ayni anda dar
yapilamaz. Bunun sebebi de zaman ve frekans arasindaki belirsizlik prensibidir [3].
Zaman frekans analizi i¢inde belirsizlik prensibi isaretin enerjisinin zaman ve frekans
icinde yayilimi igin alt smirlar1 saglar. Isaretin zaman ve frekans icindeki yayilimmni
tanimlamak i¢in, ilk olarak isaretin ortalama zaman ve ortalama frekansmin

tanimlanmasina ihtiya¢ duyulur:

w, = [fx(of at

, (2.3)
u, = jco|X(co)| dow
isaretin zaman (siire) ve frekans (bant genisligi) yayilim :
o) = [(t— ) at
(2.4)

o. = [(©-p,)|X (@) do

seklinde tanimlanir. Belirsizlik prensibi



0,0, 2>— (2.5)

seklinde ifade edilir. Bu nedenle isaret keyfi kiiciik slire ve bant genisligine sahip

olamayabilir. Bir Gauss isareti:

(1) = (%] e (2.6)

a rasgele secilmis bir sabit olmak {izere, bu sinir ile esitligi karsilar.

Spektrogramin yerlestirilmesinin diizeltilmesi i¢in farkli pencereler kullanarak elde
edilen sonuglarin ortalamasmi almak miimkiindiir [23]. KZFD dezavantajlarinin yani
sira, 1yl ¢alisan ve iyi1 ¢Oziim veren bir yontemdir ve temeli fiziksel prensiplere
uygundur. Birgok isaret i¢in, bizim beklentimize uygun, anlamli zaman frekans yapisi

verir. KZFD’niin belirgin avantaji kestirdigi izgenin her zaman pozitif olmasidir.

2.3. ZAMAN-FREKANS DAGILIMLARI

2.3.1. Cohen Sinifi Zaman-Frekans Dagilimlarn

Daha o6nce belirtildigi gibi, zaman frekans dagilimlarini olusturmada birgok ydntem
vardir. Zaman frekans dagilimlarinin ana noktalarmi saglamak icin, dagilimlarinin
saglamasigereken bir ¢ok arzu edilir dzellikler dnermislerdir. Ornegin, zaman frekans
dagilimlar1 genellikle enerji dagilimlar1 olarak disilintildiiglinden, bunlar ger¢ek ve
pozitif fonksiyonlar olmalidir. Ayni zamanda, zaman frekans dagiliminin zaman siniri,
zaman frekans dagilimmin frekans iizerinden integralidir ve zaman smir1 sinyal
enerjisinin zaman lizerindeki dagilimiyla ayni olmalidir. Bu 6zellikler ve diger birkag

ozellik Tablo 2.1°de listelenmistir [24].



Bir operatoriin yogunluk fonksiyonu ortak degisen veya degismeyen olmasi fikri zaman
frekans analizinde 6nemli rol oynar. En ¢ok kullanilan ii¢ operator; zamanda oteleme

operatort, frekansta 6teleme ve 6lgekleme operatorleri asagidaki gibi tanimlanir:

(T, )(t) = x(t ~1,)
(F,, x)(0) = x(1)e"™" (2.40)
(D, )(t) = x(at)

Isaretteki degisim fonksiyona yansiyorsa, o isaretin fonksiyonuna birlikte degisen
denir. Isaretteki degismeye ragmen fonksiyon ayni kalirsa o isaretin fonksiyonu

operatore gore degismeyendir denir.



10

Tablo 2.1 Zaman-Frekans Dagilimlarmin Istenilen Baz1 Ozellikleri

Gergel:

Pozitiflik:

Zaman Simir Yogunlugu:

Siklik Sinir Yogunlugu:

Anlik Siklik:

Grup Gecikmesi:

Sonlu Zaman Destegi:

Sonlu Siklik Destegi:

Giiglii Zaman Destegi :

Giglii Siklik Destegi:

Moyal Formiilii:

T.(t.0) =T, (t.0)

Tx(t,a))ZO

[T.(t.0)do =[x

[T.(t.0)dt =|X (o)

J’a)Tx(t,a))da) d

W = Earg{x(t)}

[T (o)t 4
ST 4 arelx
T~ do arg{X ()}

Eger [¢,,t,|disinda x(¢) =0 ise [#,,¢,] disindaki ¢

i¢in 7' (¢,) = 0°dur.

Eger [0,,®,] disinda X (@) =0 ise [0,,0, ]

digindaki @ i¢in 7, (¢,w) = 0°dur.

Eger x(¢) =0 ise T (t,w) = 0°dir

Eger X(w)=0 ise 7.(t,w) = 0’dir

[[7.t.)T] (¢, 0)dtdo=[ x(t)y" (1)t
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2
>

Ornegin, zaman-enerji yogunlugu,

x(1)

zamanda Otelemeyle birlikte degisendir ve

frekans kaymalarma degismeyendir. Benzer olarak, frekans-enerji yogunlugu |X (co)|2

frekansta otelemeyle birlikte degisen ve zamanda Otelemeyle degismeyendir. Genelde
zaman frekans dagilimlarinin yukaridaki ii¢ operatore gore birlikte degisen olmasi

istenilen bir seydir. y(z), x(¢)’nin zaman ve frekansta kaydirilmis hali olsun:

y(0) = (£, T,x)0) (2.41)
Eger bir zaman frekans dagilima,

T,(t—ty,0—0,)=T.(t0) (2.42)

esitligini sagliyorsa, zamanda ve frekansta Gtelemeyle ortak degisendir. Benzer olarak

z(t), x(t)’nin dl¢eklenmis versiyonu olsun:

z(t) = (D, x)(1) (2.43)
Bir zaman frekans dagilimi eger

al (at,w/a) =T (1,0) (2.44)

sartin1 saglarsa O0lceklemeye ortak degisendir denir.

2.3.1.1. Wigner Dagilimi ve Belirsizlik(Ambiguity) Fonksiyonu
KZFD’nin incelenmesinde kullanilan pencereler, en iyi ¢oziiniirliigii isaretin kendisiyle
benzer olduklar1 durumda saglarlar. Bu da bize Wigner Dagiliminin sezgisel

aciklamasini

W (t,w) =2’ KZFD_ (2t,2w;h) (2.45)
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seklinde saglar. Burada h(r)zx*(r) dur. Wigner Dagilimi1 daha genel olarak asagidaki

formda gosterilir:
W (t,0) = j X(t+5)x (1 - e dr (2.46)

Wigner [25] tarafindan kuantum mekanigi alaninda tiiretilmis ve daha sonra Ville [26]
tarafindan isaret isleme icin genisletilmistir.  Wigner Dagilimi, zaman frekans
dagilimlarinda olmasi istenen bircok 6zelligi saglar (pozitiflik, giiclii zaman destegi ve

giiclii frekans destegi hari¢). Belki de Wigner Dagilimin en kayda deger 6zelligi Gauss
pencerelenmis dogrusal ¢irp igin gosterdigi etkidir. x(z) = e~ glaratrar’) isareti igin
Wigner Dagilimi enerjiyi, isaretin anlik frekans1 boyunca yogunlastirir. Isaretin Wigner

Dagilimi
VVX(Z‘,C{)) — e—((u—alt—Zaztz)/2ce—2ctZ (247)

seklinde verilmistir.  Wigner Dagilimi zamanda Oteleme, frekansta oteleme ve

Olgekleme ile birlikte degisir.

Xx(t) ve y(t) gibi iki isaretin toplammin Wigner Dagilimi, her bir isaretin Wigner
Dagilimlar1 toplamina esit degildir. Onun yerine her bir Wigner Dagiliminin toplamina,
her iki isaretin ¢gapraz Wigner Dagilimi olan baska bir isaretin toplanmasi ile asagidaki
gibi elde edilir:

W, (to)=W (t,0)+ W ({,0)+ 2R _ (t0)} (2.48)
burada ¢apraz Wigner Dagilimi

W,,(t,0)= [x(t+3)y" (t-5)e " dr (2.49)

seklinde tanimlanmaistir.
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Iki isaretin capraz Wigner Dagilimi, genellikle igerikteki bir ¢apraz terim olarak
adlandirilir.  Biitiin karesel zaman frekans dagilimlari, spektrogram gibi, capraz
terimleri icereceklerdir.  Buna ragmen kisaca aciklanacak nedenlerden dolayi,
spektrogram icindeki capraz terimler, Wigner Dagilimindakiler zayiflamadigi halde,
zayiflamaktadirlar. Capraz terimler aym1 zamanda tek bir igaret bileseninin i¢inde de
olusabilirler. Capraz terimler, oto terimler arasindaki etkilesimlere baghyken, isaretin
enerji dagilimmi gercekten temsil eden Wigner dagiliminin parcalar1 olarak, daha ¢ok
belli-belirsiz bir oto terim tanimlanir. Capraz terimler, Wigner Dagilimi ve enerji
yogunluk fonksiyonu arasindaki benzerligi iki sekilde zayiflatir. Birincisi, capraz
terimler isarette bulunan enerjiyi gdstermez ve ikincisi, ger¢ek yogunluk fonksiyonunda
olmayan negatif degerler alirlar. Wigner dagilimlarindaki ¢apraz terimlerin yapisi
detayl1 olarak [27,28]’te ¢alisilmis ve iyi anlasilmustir. iki oto terimin zamanda Az ve
frekansta Aw kadar ayrildigi diisiiniiliirse, zaman frekans diizleminde iki tane oto
terimin arasina, bir ¢apraz terim tam olarak ortaya yerlestirilmistir ve bu capraz terim
Ao hiziyla zaman boyutunda osilasyon yapacak ve At hiziyla da frekans boyutunda
osilasyon yapacaktir. Bir isaret olusturuldugunda, Wigner dagilimini oto terimlerine ve
capraz terimlerine aymrmak olduk¢a kolaydir, fakat gercek bir isaret i¢in bu aywrimi

frekansla yapmak miimkiin degildir.

Analitik bir igsaret kullanmanin avantaji su sekilde anlatilabilir. Bir, gercek degerli isaret

cift izgeye sahiptir ve boyle isaretin Wigner Dagilimi

W.(t,0) =W (t,-0) (2.50)

esitligini saglar. Gercek bir isaretin izgesini hesaplarken gereginden fazla bilgi bir
dezavantaj degildir, fakat gercek bir isaretin Wigner Dagilimini hesaplarken pozitif ve
negatif yar1 diizlemlerindeki 6zdes bilesenler arasinda ¢apraz terimler olacaktir. Analitik
isareti kullanarak fazla bilgi ortadan kaldirilabilir ve ayn1 zamanda Wigner dagiliminin

yorumunu engelleyen bir ¢ok ¢apraz terim ortadan kaldirilabilir.

Belirsizlik fonksiyonu yogun olarak radar uygulamalarinda kullanilmistir ve zaman
frekans analizinde de 6nemlidir. Belirsizlik fonksiyonu ayni zamanda isaretin karesel

bir fonksiyonudur ve
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A,0,7) = [x(t +5)x" (1= 5)e " dt (2.51)

seklinde tanimlanir. Yukaridaki esitligi (2.46) esitligi ile karsilastirirsak belirsizlik
fonksiyonu ve Wigner Dagiliminin birbirinin iki boyutlu Fourier Doniisiimii oldugu
gortliir.  Belirsizlik fonksiyonu, zaman ve frekansimn iki boyutlu ilinti fonksiyonlar1
olarak yorumlanabilir.  Belirsizlik fonksiyonundan bir boyutlu ilinti fonksiyonlari

kolaylikla elde edilebilir:

r (@) =[xt +3)x"(t=$)dt = 4,0,7)
. (2.52)
r0)= [ X(w+H) X (w—$)dw=4,(0,0)

Wigner dagilimi ve belirsizlik fonksiyonunun her biri asagidaki fonksiyonun tek-

boyutlu Fourier dontistimiidiir:

R.(t,7)=x(t+3)x (t—1%) (2.53)

3

Bu fonksiyon, bazen isaretin “yerel” oto-ilinti fonksiyonu olarak adlandirilir. Biz bu
fonksiyonu zamansal oto-ilinti fonksiyonu (temporal auto-correlation function) (ZOIF)
olarak adlandiracagiz ve yerel sozciligiinii kullanmayacagiz. 1t degiskeni sik sik
“gecikme” ya da “zamanda gecikme” degiskeni olarak adlandirilir. Ayni zamanda
isaretin izgesinden, izgesel oto-ilinti fonksiyonu (spectral auto-correlation function)

(IOIF) olarak adlandirilan
R, (0,w)=X(w+DX (w-2) (2.54)

benzer fonksiyonu tanimlanabilir. 6 degiskeni frekansla “doppler” ya da “frekans-
gecikme” fonksiyonu olarak diisiiniiliir. ZOIF ve IOIF nun birbirinin iki boyutlu fourier
dontistimleri oldugu gosterilebilir.  Sonu¢ olarak, Wigner dagilimi, belirsizlik

fonksiyonu, ZOIF ve IOIF bir boyutlu ya da iki boyutlu Fourier doniisiimleri ile
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birbirleriyle iliski halindedir. Bu iligkilerin 6zeti Sekil-1I.1°de gosterilmistir. Burada

okun yoni ileri Fourier dontistimiinii gostermektedir

R (t,7)

N\

Wi(t, @) A(6,7)

Nt/

R«(6,0)

Sekil 2.1 Wigner Dagilinu, Belirsizlik Fonksiyonu, ZOIF ve 1OIF arasindaki iliskiler.

Wigner dagiliminin asagidaki 6rneginde, yazarlar zaman frekans dagilimlari elde etmek
icin alternatif yontemler gelistirmislerdir. Burada bu yontemlerden bazilarma kisaca

deginilecektir, daha detayli bilgi i¢cin [29] referansina bakilabilir. Rihaczek Dagilimi
RD,(t,0)=x ()X (w)e ™ (2.55)

olarak tanimlanir. Rihaczek dagilimi, Wigner dagilimindan daha kolay hesaplanir ve
yukarida tanmimlanan smirsal Ozellikleri saglar, fakat kompleks degerli olacaktir.
Smirsalliklar1 saglayan diger bir dagilim da Page Dagilimidir ve

P 2

x(1)e " dr
[x()

—00

P(t,w)=2%

ot

(2.56)

seklinde tanimlanir. Wigner, Rihaczek ve Page dagilimlar1 isaretin karesel
fonksiyonlaridir, fakat {icii arasinda ag¢ik bir iligki yoktur.

Oncii calismasinda Cohen [30] sonsuz sayida zaman frekans dagilimlar: yaratacak bir
yontem buldu. Kullandig1 yontem kuantum mekanigine dayanmaktaydi ve operator

teorisini kullanarak ¢ikartilmisti. Tiretilmesiyle ilgili daha detayli bilgiler i¢in [3,29]
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referanslarina bakilabilir. Bu dagilimlar ortaklasa olarak Cohen smifi zaman frekans

dagilimlari olarak adlandirilir ve
C.(t,0;W) = (&) [[[ €77 W(0,7)x(t + $)x" (¢ - $)dudd® (2.57)

olarak gosterilir, burada W(6,7)’ya zaman frekans dagiliminin ¢ekirdegi adi verilir.
Wigner, Rihaczek ve Page dagilimlar1 uygun ¢ekirdek fonksiyonlari ile Cohen smifinin

iyeleridir:

Y(0,7)=1
¥(0,7)=c"" (2.58)
P(0,1)= 0K 2

Spektrogram da, kullanilan pencere fonksiyonu uygun bir c¢ekirdek oldugu zaman

Cohen smifinm bir tiyesidir.

Cohen smifi Wigner dagilimu, belirsizlik fonksiyonu, ZOIF ve IOIF olarak dort farkls
form tizerine kurulup anlatilacaktir. Esitlik 2.57°de tanimlanan Cohen sinifi, isaretin

belirsizlik fonksiyonu kullanilarak daha basit bir formda:
C,(t,0;¥) =~ j j A.(0,7)¥(0,7)e e drd6 (2.59)

seklinde yazilabilir.

Buradan hareketle, Cohen smifi zaman frekans dagilimlari, belirsizlik fonksiyonu ve
cekirdek ¢arpiminin iki boyutlu Fourier doniistimii olarak goriilebilir. Her bir1 Wigner
dagilimi ve belirsizlik fonksiyonunun diger bir formu olan (6, 7)’ nun iki-boyutlu

fourier doniisiimii olarak tanimlarsak:
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W(O0,7) =% [[W(O,0)e e drdo (2.60)

seklinde yazilabilir, sonra Cohen smifi Wigner dagilimi ve c¢ekirdek (7, w)’nin iki-

boyutlu konvoliisyonu olarak belirtilebilir:
Cx(t,a);q/):”Wx(t',a)')t//(t—t',a) —0")df' do' (2.61)
Eger cekirdek fonksiyonunun diger iki formu:

P(t,7) = [#(0,7)e”"dO
, (2.62)
©0,0) = [P(O,7)e " do

olarak tanimlanirsa, Cohen sinifi, ZOIF ve IOIF cinsinden de belirtilebilir. Bu durumda

islemler bir-boyutlu Fourier doniistimii ve ardindan bir boyutlu konvoliisyondur:

C, ()= [([R.(1. 00—, 0)dr " d

C.(t,0;D) = %J'(.[RX 0,0")DO,w —a)')da)')eje’de. (2:69)
Dort ¢ekirdek fonksiyonunun oOzeti Sekil-11.2°de gosterilmistir ve Sekil 2.1 ile
karsilagtirilmalidir. Buradaki dort formdaki islemler yalnizca konvoliisyondur ve
Fourier doniisiimleridir. Ozellikle ilging olan durum, Cohen smifi igindeki zaman
frekans dagilimlarinin hepsi iki-boyutlu, dogrusal, zamanla-de§ismeyen siizgecler
uygulanarak Wigner dagilimindan elde edilebilir. (7, ) cekirdegi bu filtrenin diirtii
cevabi olarak diisiiniilebilirken, ¥(6,1) ¢ekirdegi de bu filtrenin frekans cevabi olarak

diistiniilebilir.
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¢(t7)

VAIRY
o N\ ||/ ¥

(6, o)

Sekil 2.2 Cekirdegin dort farkli formu arasindaki iliskiler.

Yukaridaki Wigner dagilimi icindeki ¢apraz terimlerin 6zellikleri nedeniyle, kesisen
terimler her zaman titresimli goriiliir. Gozlemler gostermektedir ki oto terimler genelde
diizdiir. Basit fakat kullanigh bir gozlem, algak geciren filtre gibi davranan bir ¢ekirdek
kullanmaktir. Bu capraz terimleri zayiflatirken oto terimler aynen kalmaktadir. Bu ilk

olarak Choi ve Williams [31] tarafindan Gauss ¢ekirdegini

YO,r)=e7 " (2.64)

formunda iirettiklerinde goriilmiistiir, burada o, filtrenin kesim frekansini kontrol eden
bir parametredir. Bu ¢alisma, zaman frekans dagilimlar1 olusturulmasi i¢in yeni
anlayiglar saglamigs ve burada deginilmeyen diger bir¢ok yontem i¢in c¢ekirdek
iiretilmesinde ilham olmustur. Bu alandaki daha ileri ¢calismada ¢ekirdek fonksiyonuna
konulan kisitlarin istenen zaman frekans dagilimlarini sagladigi gdsterilmistir. Tablo-
II.2’de Cohen smifi i¢indeki zaman frekans dagilimlarmm Tablo-II.1°deki istenen
ozellikleri saglamasi i¢in yeterli sartlar gosterilmistir. Cohen smifi i¢cindeki biitiin
zaman frekans dagilimlari, zamanda Oteleme ve frekansta oteleme ile birlikte degisir.
Ek olarak, Cohen sinift igindeki zaman frekans dagilimlar1 eger c¢ekirdek bazi f{(.)

fonksiyonu i¢in

¥(0,7)= f(67) (2.65)
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sartin1 saglarsa Olcekleme ile de birlikte degisir. Cekirdek yalniz 6 ve 7°nun ¢arpimina
bagl oldugundan bu formdaki ¢ekirdekler ¢carpim ¢ekirdekleri diye adlandirilir. Jeong
ve Williams [32] Cohen sinifinin alt simifi olan 6l¢geklemeyle birlikte degisen ve Tablo-
II.1°deki istenen 6zelliklerin bir¢cogunu saglayan azaltilmis girisim dagilimlar1 (reduced

interference distributions) olarak adlandirilan bir dagilim tiretmislerdir.

Capraz terimlerin spektrogram i¢inde genellikle ni¢in kolaylikla goriilemedigi su
sekilde agiklanabilir; spektrograma uygun bir c¢ekirdek, spektrogram penceresinin

Wigner dagilimi:

w(t, 0)=Wi(t, ) (2.66)

dur. Belirsizlik prensibinden, izge penceresinin zaman-bant genisligi ¢arpimi lizerinde
bir alt smir oldugunu bilinmektedir. y(t,w) cekirdegi Wigner dagilimi ile
evristirildiginde bu da Wigner dagilimi iizerinde gerceklestirilen diizlestirme miktari
iizerine bir alt limit koyar. Wigner dagilimi Cohen siifi icindeki zaman frekans
dagilimlarinin en diisiik seviyede yumusatilmasini, bu nedenle ¢apraz terimler Wigner
dagilimlar1 icinde en belirgin olanlardir. Diger bircok zaman frekans dagilimi, Wigner

dagilimi ile spektrogram arasinda bir diizeltme derecesi saglar.
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Tablo 2.2 Baz1 Istenen Ozellikler ve Uygun Cekirdek Sinirlamalar.

Gergel: v(t,o) =y (t,0)

Pozitiflik: y(t,0)=W,(t0)

Zaman Smir Yogunlugu: Y(0,0)=1

Siklik Smir Yogunlugu: Y(0,7)=1
0

Anlik Siklik: Y(0,0)=1ve —¥(r,0) =0
aT =0

L 0

Grup Gecikmesi: Y(0,7)=1ve —¥(r,0) =0
00 0=0

Sonlu Zaman Destegi: |t/‘L'|>1/2 icin ¢(¢,7)=0

Sonlu Siklik Destegi: |CO/9| >1/2 i¢in ®(0,w) =0

Giiglii Zaman Destegi: |t| # |2‘L'| icin ¢(¢,w)=0

Giiglii Siklik Destegi: |w| ” |29| icin ®(0,) =0

Moyal Formiilii: |‘P(9,‘L')| =1Vo,r

Azaltilmis Girisim: v (t,w) algak gegiren siizgeg




Sekil 2.3°de,
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Wigner dagilimi, spektrogram ve Cohen sinifindaki [29] diger zaman

frekans dagilimlar1 arasindaki odiinlesmeler gosterilmektedir. Wigner dagilimi en iyi

oto terim ¢oziiniirliigli saglar, fakat capraz terimleri bastirmaz. Spektrogram daha diisiik

cOziintirliik, fakat ¢ok iyi ¢apraz terim bastirmasi saglar.

Cohen sinifi i¢indeki diger

zaman frekans dagilimlar1 ¢oziinilirlik ve ¢apraz terim bastirmas1 arasindaki
odiinlesmeyi dengelerler.
3
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(a) Wigner Dagilimi

(b) Spektrogram

(c) Choi-Williams Dagilimi

Sekil 2.3 Cohen Smifi Zaman-Frekans Dagilimlar1 Arasindaki Odiinlesimler.
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Cohen smift igindeki ¢ekirdegin amaci, Wigner dagilimi i¢indeki capraz terimleri
stizmektir. Wigner dagilimi farkl isaretler i¢in ¢ok farkli olacagindan, bir isaret i¢in 1yi
calisan ¢ekirdegin baska bir isaret i¢in iyi calismasi gerekmez. Genel durumda, ¢capraz
terimlerin ¢ok iyi bastirilmasimni saglamak i¢in, Cohen sinifi isaret-uyarlanir ¢ekirdekleri
saglamak i¢in genisletilebilir. Bu islem, Baraniuk ve Jones [7,8] tarafindan yapilmistir
ve onlarin yontemi bazi isaretler i¢in gelismis c¢apraz terimleri bastirmay1
saglayabilmistir. Ayrica, Wigner dagilimi zaman frekans diizleminde farkli konumlara
sahip 6zel bir isaret icin oldukca farkli olabilir. Bu nedenle, Wigner dagiliminin bir
konumu icin ¢alisan c¢ekirdegin, Wigner dagiliminin baska bir konumu i¢in ¢aligmasi
zorunlu degildir. Cohen sinifina diger bir genisletme de ¢ekirdegin zaman ve frekansin
fonksiyonu olarak degismesini saglamaktir (zamanla degisen siizgece benzer). Jones ve
Baraniuk zamanla-de§isen isarete uyarlanir bir c¢ekirdek tasarimi i¢in yOntem
olusturmuslardir [9]. Bu genisletmelerle, Cohen smifi asagidaki genel formda

yazilabilir:
C. (o) = [[W. (0 (10,05 x)dt do' (2.67)

Bir 6nceki boliimde, zaman frekans dagilimlar1 yaklasik olarak kronolojik bir sirayla
sunuldu ve olabildigince ¢ok sezgi saglamaya calisildi. Burada, Cohen sinifin1 elde
etmek icin bir belitsel yaklasim (axiomatic approach) sunulacaktir. Bu c¢ikarim,
Cohen’in kendi sinifim ¢ikarirken kullandig1 yontemden ¢ok farklhidir, fakat bu acikca
gostermektedir ki zamanda ve frekansta Otelemeyle birlikte degisen biitlin karesel

zaman frekans dagilimlar1 Cohen smifina dahildir.

Hareket noktasi olarak, x(?) ve y(#) gibi ¢cok genel ¢ift-dogrusal iki fonksiyon aliniyor:
T, (A) = [[ (At 8)x(t)y" (1)t (2.68)

burada A ilgilenilen bir buyiikliktiir. Eger x()=y(t) ve A:[t,a)] almirsa, x(?)

isaretinin karesel zaman frekans dagilimlarinin en genel sinifina sahip olunacaktir:
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T.(t,0) = [[k(t,03t,6)x(6)x"(1,)d4dt, (2.69)

Bu genel karesel siniftan, zamanda o6teleme ve frekansta otelemeyle birlikte degisen
biitlin karesel zaman frekans dagilimlarinin alt kiimesini arastirmak oldukea ilging
olacaktir. Zamanda Oteleme ve frekansta oOteleme operatorii yukarida sOyle

tanimlanmistir:

(T, 0(0) = x(t=1,)
wot (270)
(£, %)) = x(1)e™
Ilging bir nokta, zamanda dteleme ve frekansta dteleme operatorleri degisme 6zelligine
sahip degildir. Eger, bir isaret zamanda ¢, ve frekansta @y kadar kaydirilmak istenirse

bunu yapmak i¢in sonsuz sayida yontem vardir. Burada ii¢ 6rnek verilmistir.

1= (B, T, 000 = (0~ 1)e™

P2(0) = (T, F, x)(t) = x(t = t,)e"™ @.71)
W(0)= (T, oF, T, o0 = X(t = 1 )e"™

[N

Eger zaman frekans dagilimmnin zamanda Otelemeyle birlikte degismesi istenirse,

asagidaki esitlik saglanmak zorundadir:
T(t-t,0-0)=T, (t,o)=T, (t,0)=T, (t,0) (2.72)

vi(t), y2(t) ve ys(t) isaretleri farkli olmasimna ragmen ayni zaman frekans dagilimlarina
sahip olacaklardir. Isaretler sadece bir faz faktdrii (¢arpani) ile degistiginden sezgisel
olarak bu beklenecektir. (2.72) esitligindeki sinirlamalar altinda, yukarida anlatildigi
gibi, (2.69) esitligi Cohen sinifina basitlestirilir.

2.3.1.2. Cekirdek Y Ontemleri
Zaman frekans dagilimlarmi, ¢ekirdek fonksiyonlar: ile karakterize etmenin {i¢
temel avantaji1 vardir. Birincisi, ¢ekirdegi sinirlayarak bazi kesin 6zelliklerle dagilimlar:

elde edilebilir ve calisilabilir. Ornegin simirlar1 saglayan biitiin dagilimlar istenildigi
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durumda, smnirlarin saglanmasi i¢in ¢ekirdegin  @(0, 7)=¢(6,0)=1 basit 6zelligine sahip
olmas1 gerektigi goriilebilir, bu nedenle sinirlar1 saglayan dagilimlar ile caligmak
istendiginde, sadece bu kosullar1 saglayan ¢ekirdekleri géz oniine almak gerekecektir.

Bu, hala sonsuz sayida segenek birakir, fakat sinirlarin saglandigindan emin olunmustur.

Ikincisi, bir dagilmm &zellikleri ¢ekirdegin basit bir incelenmesi ile hemen
sorusturulabilir (arastirilabilir). Ornegin, yukarida bahsedilen kosulu, ¢ekirdek sagliyor
ise bu durumda dagilimin smnirlandig: bilinir ve daha baska hesaplama yapmak zorunda

kalinmaz.

Ugiinciisii, bir ¢ekirdek verildiginde bir dagilimmn iiretilmesi olduk¢a kolaydir. Bir
dagilimin bazi ozelliklere sahip olmasini garanti eden ¢ekirdek iizerindeki kosullari
tartismadan oOnce cekirdegin degisik olasiliklarmi, bagimliligini smiflandirmak ve

tartismak daha onemlidir.

Ik olarak ¢ekirdegin fonksiyonel bagimliligma bakilirsa; ¢ekirdek frekans ve zamanin
ve agikca isaretin bir fonksiyoneli olabilir. Eger notasyon olarak agik olmak zorunda
olunsa idi ¢ekirdegi ¢(0, 7,7, »,s) seklinde olas1 bagimliliklar1 gosterecek sekilde yazmak
gerekirdi. Buna ragmen, cekirdek, 6 ve 7’nun bir fonksiyonu olarak yazilir ve diger
degiskenlere bagimli olup olmadigina icerikten bakilarak ayirt edilir.

Cekirdek tipleri incelenecek olursa; dnemli bir alt sinif, 7 ¢carpiminin bir fonksiyonu

oldugu, c¢ekirdek i¢in olan dagilimlardir:

#(6,t) = dpr(07) = P(07) Carpim cekirdekleri (2.73)
notasyon acikligi igin PR alt indisini kullanilmayacaktir, ¢iinkii ¢(6,7)’ya atfedilen
degiskenlerin sayis1 yardimiyla genel durum i¢in ya da c¢arpim durumu icin
konusuldugu sdylenebilir. Her bir degiskenin bir fonksiyonunun ¢arpimi olan ¢ekirdek

#(6,7t) = ¢:(0).9:(7) Ayrilabilir ¢ekirdekler (2.74)

ayrilabilir ¢ekirdekler olarak adlandirilir.
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Cift dogrusallik 6zelligi ise c¢ekirdek agik olarak isarete bagimli degilse, bu durumda
isaret genel forma iki defa girer, boylece Wigner tarafindan kullanilan bir deyimle
dagilim cift dogrusaldir, denilir. Cekirdegi isaretten bagimsiz olarak elde edilen
dagilimlar, sonraki konularda anlatilmistir. Burada ¢ekirdegin ¢ift dogrusal zaman ve
frekanstan bagimsiz oldugu varsayilacaktir. Buna ragmen, ¢ift dogrusal durum icin
gelistirilen yontemler, frekansla, dogrudan cift dogrusal olmayan durum i¢in de
uygulanir. Uygun oldugu zaman bu belirtilir. Smirlarin isaret iginde ¢ift dogrusal
olduguna dikkat etmek gerekir. Buna ragmen, bilesik dagilimin fonksiyonel bagimliligi
iizerinde, bu durum higbir sekilde yansimaz. Cift dogrusal sinirlara sahip olmak bilesik
dagilimmn cift dogrusal oldugunu iddia etmez. Eger bir dagilim verilirse, dagilimi
standart formlardan birine koyarak g¢ekirdek secilebilir. Eger bu hemen yapilamazsa,
dagilimin karakteristik fonksiyonunu bularak ve M(0,1) = ¢(0,7).4(0,7) esitligini
kullanarak ¢ekirdek hesaplanabilir. Acik olarak,

_M@©.7) [[ct. )™ 7 dtde
A0,7) js *(w—11)su+Lr)e’™ du

$(0,7) (2.75)

ifadesi elde edilir.

2.3.1.2.1 Choi-Williams Yontemi
Choi, Jeong, Cunnigham ve Williams, azaltilmis girisim dagilimlar1 teorisini ve
bunu gergeklestirecek ¢ekirdegi tasarlamaya izin verecek fikirler gelistirdiler [31,33,34].

o bir parametre olmak iizere, onlarm ilk 6rnegi

$0,1) =" (2.76)

cekirdegi ile belirlenen dagilimdir. Bu bir ¢arpim ¢ekirdegidir ve ¢(0,1) = ¢(6,0)= 1’dir,
bu da her iki smirin saglandigini gosterir. Daha 6tesi, bunun anlik frekans ve grup
gecikmesi Ozelliklerini sagladigimi gérmek oldukc¢a kolaydir. o biiylik secilirse bu
durumda Choi-Williams Dagilimi, ¢ekirdek, 1’e yaklasacagi icin Wigner Dagilimina
yaklagir. Kiiciik o i¢in azaltilmig girisim kriterlerini daha once anlatildig1 gibi saglar.

Cekirdek genel simifta yerine konursa ve 0 iizerinden integral alinirsa
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_ 1 [ (P _ ]
PCW(Z‘,C{))—W.”'\/TZ]ﬁCXp—m—JTCO (277)
X s*¥(u—-3+1)s*(u+31)dudr (2.78)

bagintilarim elde edilir. Bu dagilimin davranigini daha 1yi anlamak i¢in birkag 6rnegi

gbz dniine almak gerekir. Iki tane siniis dalgasmin toplami i¢in

s(t) = A’ + A,e’™ | (2.79)

1(0,0,0,,0) = [T exp| - il (2.80)

47 (0,-0,)° o Ho,-0,) /o
olmak tizere, dagilim tam olarak
Cop () = A8 (0 —,) + A28 (0 —,) + 2 4,4, cos|(0, — )t (o,0,,0,,0) (2.81)
ifadesi ile hesaplanabilir. Biiyiik o i¢in
lim 1(,0,,0,,0) =80 -4 (@,+0,)) (2.82)

esitligine karsilik gelir ve bu nedenle dagilim o =1 (®, + w,) *de sonsuz tepe yapar, bu

da tamamiyla Wigner Dagilimidir. o sonlu tutuldugu siirece, ¢apraz terimler sonlu
olacak ve bir noktada yogunlasmayacaktir. Disariya en diisiik maksimum yogunluk ile
yayilacaklardir. Kendi terimlerin @; ve @, frekanslar1 boyunca, hala delta fonksiyonlar:
olduguna dikkat ediniz. Genel olarak, bu diger isaretler i¢in dogru olmayacaktir ve
genel olarak Wigner Dagilimi i¢in de dogru degildir. Sadece bir ¢irpin Wigner Dagilimi
icin bu dogrudur. Bir ¢irp i¢in Choi-Williams Dagilimi

C,p (1,0) = 2i [ereioer e mar [s(t) = eﬁ'”] (2.83)
T



27

seklindedir. Yogunlasma anlik frekans boyuncadir ve genislik 8 ve o’ya bagimlidir.

2.3.2. ilgin (Affine) Smifi Zaman-Frekans Dagilmlar

Cohen smifi zaman frekans dagilimlari, zamanda Oteleme ve frekansta Otelemeyle
birlikte degisir. Birlikte degisim 6zelligi icin baska operatorler segilerek zaman frekans
dagilimlarmin diger smiflar1 tammlanabilir.  Ornegin; Ilgin (Affine) smifi zaman
frekans dagilimlar1 zamanda &teleme ve Olceklemeyle birlikte degisir. Olgekleme

operatori yukarida (D,x)(t)=x(at) seklinde tanimlanmist1.

Onceki boliimdeki belitsel yaklasimi zamanda Steleme ve dlgekleme operatdrlerine
uygulayarak, ilgin sinifi zaman frekans dagilimlarina ulasilir. Ilgin sinif icindeki zaman
frekans dagilimlari, Wigner dagilimmin ilgin diizeltmesi olmasma ragmen

hesaplanabilir:
A,(t0:9) = [[W.(t' 0" (0(-0),0' ) (2.96)

Ilgin smif ile dalgacik doniisiimii arasindaki iliski, Cohen smifi ve kisa zamanl Fourier
doniisiimii  arasindaki iligkiye benzerdir. Skalogram, dalgacik doniistimiiniin

biiylikliigiiniin karesi olarak tanimlanir ve skalogramlar ilgin siifin alt kiimesidir.

Son olarak, Papandreou [5] hiperbolik smif diye adlandirilan bir karesel sinif tanimladi.
Bu smif, 6lgcekleme ve hiperbolik zaman o6telemeleriyle birlikte degisen biitiin zaman

frekans dagilimlarini igerir. Hiperbolik zaman 6teleme operatorti :
H, () =e " x(¢) (2.97)

seklinde tanimlanir. Olgekleme ile hiperbolik zaman &teleme operatorleri arasindaki
iliski, zamanda oteleme ve frekansta oteleme operatorleri arasindaki iliskinin aynisidir
(ve zamanda 6teleme ve Olgekleme operatorleri arasindaki iliskiden farklidir). Baraniuk
son zamanlarda keyfi operatorlerin dagilimlarinin birlikte degisimlerinin varligi iizerine

temel bir sonug gelistirdi [6].
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2.3.3. isaret Uyumlu Zaman-Frekans Gosterimleri

Oto bilesenlerin seklini uydururken Wigner-Ville dagilimmin 6zelliklerini korumay1
vurgulayan o©nceki ¢ekirdeklerden farkli olarak isaret bagimli ¢ekirdekler capraz
bilesenleri bastirirken oto bilesenleri en iyi olacak sekilde segmeyi hedeflerler. Sabit bir
cekirdek, bir maske yada siizgecin belirsizlik fonksiyonu iizerinde hareket ettigi icin bu
fonksiyonu gerceklestirme yetenegi smirlidir. Oto ve capraz bilesenlerin yerleri analiz
edilecek olan isarete bagimhidir; boylece sadece isaret bagimli (signal-dependent) bir
cekirdek kullanarak genis bir isaret smifi i¢in 1yi performans elde edilmesi
beklenmektedir. Verilen bir isaret i¢in, bazi sekillerde “en iyi” zaman frekans
gosterimlerini saglayan ¢ift dogrusal zaman frekans dagilimini bulmak i¢cin Baraniuk ve
Jones, isaret bagimli ¢ekirdek tasarim siirecini bir optimizasyon problemi gibi formulize

etmiglerdir [35,36].

2.3.3.1 1/0 Cekirdek Metodu

Bir isaret ve onun belirsizlik fonksiyonu verildigi zaman
@(0,0)=1 (2.98)
olmak tizere,

@(v,7) radyal yonde artmayan (2.99)
[[loe, o dvdv <o (2.100)

radyal olarak artmayan (2.100) sinirlamasi y; ve v sirasiyla kutupsal koordinat yarigap1

ve agis1 olmak tizere,

Dy, )= D(y,.y) Vy<y, Yy (2.101)

ile acik bir sekilde ifade edilir ve
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m;)lXjﬂBF(V,T)q)(V,T)FdVdT (2.102)

optimizasyon problemini ¢dzen reel negatif olmayan ¢,,, en 1yi 1/0 ¢ekirdegi tanimlanr.

(2.98)-(2.100) kisitlamalar1 ve performans oOlciitii (2.102), optimal ¢ekirdek, kendi
bilesenlerini gecirip, capraz bilesenleri bastiracak sekilde formiiliize edilmistir.
Kisitlamalar optimal ¢ekirdegi, o sabit hacminin bir algak gec¢iren siizgeci olmasi igin
zorlar; performans Ol¢iitiini maksimize etmek, cekirdegin gecis bandint kendi
bilesenleri lizerinde bulunmasi i¢in tesvik eder. Performans o6lgiitii ve kisitlamalar
birlikte doniis acis1 ve isaret bilesenlerinin (v,7) diizleminde goriinen oranlarina

(6lgekleme) duyarsizdir.

Optimal c¢ekirdegin altindaki hacmi kontrol ederek, a parametresi ¢apraz bilesen
bastirimi1 ve kendi bilesenlerinin yayilmasi arasindaki ddiinlesmeyi kontrol eder. Makul
sinirlar 1< <5°tir.  Alt sinirda optimal ¢ekirdek, iist sinirda optimal ¢ekirdek sadece
cok yavas yumusarken, bir KZFD spektrogram cekirdegindeki kadar hacmi paylasir.
Aslinda, o gibi, optimal ¢ekirdek dagilimi da isaretin WVD’na yakinsar.

Bir isareti optimal ¢ekirdek dagilimi ile analiz etmek i¢in {i¢ agamali bir silirece ihtiyag
vardir: (1) isaretin belirsizlik fonksiyonunu hesapla, (2) dogrusal programi |gi)|2 icinde

(2.98)-(2.102)’e kadar ¢6z, (3) BF(v,y)®(v,7) , BF c¢ekirdek carpiminin Fourier

doniisiimiini al.

2.3.3.2. Radyal Gauss Cekirdek Yontemi

1/0 ¢ekirdegi (2.98)-(2.102)’ye kadar olan kriterlere goére optimal olmasma ragmen,
keskin kesimi 6zellikle o ¢ekirdek hacim parametresinin kiigiik degerleri i¢cin optimal
cekirdek dagilimlarinda ¢aligmaya yol agacaktir. Alternatif olarak, yumusak optimal
cekirdeklere dogrudan yaklasim, agik yumusaklik kisitlamalar1 (2.98)’den (2.102)’ye
cekirdek optimizasyon formiilasyonuna eklenebilir. Referans [35]’da radyal profiller

boyunca ¢ekirdegin Gauss olmasi kisitlandirilmistir:
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DO(v,7) = exp{— ;Gj(;)} (2.103)

o(y) terimi, y=arctan(t/v) radyal acgis1 iizerinde Gauss dagilimmin bagimliligini
gosterir. (2.103) bigimindeki herhangi bir ¢ekirdek, sinirlandirilmistir ve radyal olarak
artmaz ve daha Otesi, o yumusaksa, yumusaktwr. Radyal Gauss cekirdek sekli
tamamiyla bu fonksiyon tarafindan belirlendiginde bir isaret optimal radyal Gauss
cekirdegini bulmak isaretin o,,, optimizasyon fonksiyonunu bulmaya esdegerdir.
Sistemi (dogrusal olmayan) ¢6zmek i¢in bir gradyant yiikselme/Newton algoritmasi
((2.100), (2.102) ve (2.103)’te tanimlanmistir) [35] referansinda detayli olarak

anlatilmistir.

2.3.4. Pozitif (Cohen-Posch Simifi) Dagilimlar

Zaman ve frekans sinirsalliklarini saglayan ikili-dogrusal (bilinear) pozitif dagilimlarin
olmadig1r Wigner tarafindan gosterilmisti [3]. Ornegin; spektrogramm pozitif degerli
oldugu aciktir, ancak zaman ve frekans smirsalliklarini saglamaz. Wigner dagiliminda
ise durum tam tersidir. Bu dagilim, pozitif olmamasma karsin zaman ve frekans
simirsalliklarint saglar. Geg¢miste, pozitif dagilimlarin zaman ve frekans sinirsalliklarmi
saglamadiklar1 yayin evreninde genis bir yer almisti. Ancak, bu dagilimlar daha sonra

smirsallik 6zelliklerinin saglandigini kesinlestiren yalin bir yordamla elde edilmistir.
P(t,0) = |S()[|s(2)| Qu,v) (2.104)

esitligini ele alalim. Bu esitlikte yer alan u ve v, ¢ ile @’ nin islevi olup

u(t) = j|s(t')|2dt' : W) = T|S(w')|2dw' (2.105)

—o -0

biciminde gosterilirken, 2 da asagidaki Ozellikleri saglayan herhangi bir pozitif

fonksiyonumudur?
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[Quvav=1; [O@.v)du=1 (2.106)

Qu,v)’ yi  0<Zu,v<1 i¢in tanimlamak yeterlidir. = Smirsallik 6zelliklerinin

saglandigini gostermek i¢cin, P(¢,w)’ nin @ ya gore integrali alinirsa,
2 2 2 ] 2
[P(t.0)do =|s@) [|S(@) Qu.v)deo = |s@| [Qu.v)dv =|s)| (2.107)
0

esitligi elde edilir. Benzer bigimde dv = |S(a))|2da) oldugunu dikkate alarak ¢’ ye gore

integral alinirsa frekans smnirsalligi elde edilir.

(2.104) esitligi ile verilen dagilimlar, 2, 0<u,v<l araliginda pozitif oldugu siirece
pozitiftir. Q2 smirlariin yada isaretin bir fonksiyoneli olabilir ya da olmayabilir. Fakat
biitlin olas1 pozitif bilesik dagilimlar1 iiretmek i¢in o, isaretin bir fonksiyonu olarak goz
online alinabilir. Yukaridaki kosullar1 saglayan €2 6rnekleri n, m tam sayilar olmak

iizere 0rnegin
Qu,v)=1-(nu"" =D(mv"" -1) (2.108)

ifadesi ile kolayca elde edilebilir. Herhangi bir isaret icin, pozitif dagilimlarin
olusturulmasi amaciyla son zamanlarda yaygin olarak ¢esitli yontemler 6nerilmistir. En

bilindik olan1 Loughlin, Pitton ve Atlas’ in yontemidir.

Pozitif dagilimlarin yapilandirilmas: Loughlin, Pitton ve Atlas tarafindan basarilmigtir
[41]. Onlar, sorunu asagidaki bigcimde formiiliize etmiglerdir. Su ana kadar olan
bilgilerle birlesik dagilim saptanamaz. Bunun nedeni ¢ok sayida (2 bulunmasidir.
Islevin kendisini belirlemeyen kosullar igin islev {iretme sorunu, bir ¢ok alanda uzunca
bir slire kendine yer bulmustur. Bu sorun i¢in bir yaklasim maksimum entropi
yontemidir. Bu yOntemin temel fikri, kosullar1 saglayan tiim fonksiyonlari bulup,

bunlar icerisinde entropiyi maksimum yapani se¢mektir. Bunun nedeni, entropi
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cOziimiiniin tarafsiz, yani egilimsiz olmasidir. Uygulamalarda, birlesik dagilimdan

tahmin yapilip (yani Py ), capraz entropi tanimlandiktan sonra,

_ P(t,0)
A= j j P(t,0)log P o) dtde (2.109)

ifadesinin smirsallik 6zelliklerini, pozitiflik ve diger olast kisitlamalarla en biiyiik
yapilir ve zorla kabul ettirilmek istenebilir. Bu yaklasima Fonollosa ve Nikias [38]’da
ilave bir kisitlama getirmistir. Buna gore, eger iki boyutlu bir dagilim isteniyorsa, ve a
ve b, eksenleri belirleyen yonlerin kosiniislerini gostermek tlizere wu =at+bw

degiskeninin yogunlugu elde edilmek istenirse, o0 zaman #’ nun yogunlugu olarak,
P(u) = j j S (u — (at + bw)P(t,0)dtdo = j P(t,(u - at)/ b)dt (2.110)

kullanilir. Fonollosa ve Nikias, P(1)’ nun bulunmasinda WD’ yi kullanmaktadir [38].

2.4. ZAMAN-FREKANS GOSTERIMLERI

2.4.1. Gabor Gosterimi

Duragan olmayan bir isaretin zaman frekans gosterimi icin temel bir yontem, isareti
zaman frekans temel fonksiyonlarma ayristirmaktir. Klasik Gabor agilimi [39,40,41],
bir isareti zamanda ve frekansta Otelenmis taban fonksiyonlarmmin dogrusal birlesimi
olarak temsil eder. Isaret islemede bir isaretin zamanla degisen frekans igerigini
incelemek i¢in yayginca kullanilmaktadwr [42,43,44].  Gabor ag¢ilimmin taban
fonksiyonlar1 veya logonlar sabit bir pencere fonksiyonunun zamanda esit araliklarla

otelenmesi ve siniizoidal olarak modiile edilmesiyle elde edilir.

Stirekli zamanli bir x(?) isaretinin Gabor gdsterimi [39]:

(0= a,.h, (1) 2.111)
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burada taban fonksiyonlar1
h, . (t) = h(t —mT)e’™ mk=0,21,%2,....... (2.112)

ve T zamanda dogrusal 6telemeyi kontrol eden bir parametre ve (2 frekans ornekleme
arahigidir.  /(?) pencere fonksiyonu veya sentez penceresi birim enerjiye normalize

edilmistir:
[[r@f de =1 (2.113)

Gabor acimminm varlik, teklik, yakinsama, sayisal kararliligt Q ve 7 adim
parametrelerinin se¢imine baghdir. Klasik bir kosul, Q27=27 olup kritik 6rnekleme
adimi alir [12]. Q7<2rn fazla 6rnekleme olup, katsayilarn tek olmamasi sonucunu
dogurur. QT > 27 ise bilgi kaybina neden olur. #,,4(?) taban fonksiyonu, genel olarak
L>(R) (sonlu enerjili fonksiyonlar uzayi) uzayma dik olmayan bir taban kiimesi
olusturur. Dolayistyla a,; katsayilarinin bulunmasi basit izdiisim ile yapilamaz.

Bunun i¢in bir ¢6ziim yardimci y(?) analiz penceresi kullanmaktir [45].

0

@, = (x(0),7,,(0) =[xy, (O)dt (2.114)
burada
Vs (0) =y (¢ =mT)e™™ (2.115)

analiz taban fonksiyonlarini gostermektedir. Acilimin tamlik kosulu, (2.114) esitligi
(2.111)’de yerine konarak,

22 07,0 = 5(-1) (2.116)
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seklinde elde edilir. ¥, 4(?) kiimesi, /., x(¢) kiimesine ikili dik olacak bigimde elde edilir.
Yukaridaki tamlik kosuluna Poisson-Toplam formiilii uygulanarak, y(z) penceresinin

hesaplanacag: ikili diklik kosulu elde edilir:

onTO j h()y (¢ —=mT,))e "™ dt =8,8, (2.117)
T —00

buradaki sabitler
Q, =—, T, =—. (2.118)

[40]’de Wexler ve Raz siirekli zamanli gosterimden 6rnekleme ve ayrik Poisson-
Toplam esitligini kullanarak ayrik Gabor agilimini sunmuslardir. Ayrik zamanli ve

sonlu zaman destegine sahip bir x(n) isaretinin ayrik Gabor agilimi [40,41]:

M-1K-1

x(n)= 2. > a, ., (n) 0<n<N-1 (2.119)

m=0k=0

ve taban fonksiyonu
h, (1) =h(n—mL)e™" (2.120)
Burada & (n) sentez penceresi, 4(n)’in periyodiklestirilmis halidir:

h(n)=Y h(n+rN) 2.121)

2rl! "
ve , = %k , M, K, L ve L’ pozitif tamsayilar1t ML=KL =N kosulunu saglarlar.

M ve K smasiyla, zaman ve frekanstaki 6rnek sayilari, L ve L’ swrasiyla, zaman ve
frekanstaki adim parametreleridir. Sentez penceresi 4(n) daha dnce oldugu gibi birim

enerjiye sahiptir:
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N-1

> ) =1 (2.122)

n=0
Sayisal kararli bir gésterim i¢in L ve L’ parametreleri

LL'SN (2.123)

veya L<K kosulunu saglamahidir. L=K, kritik 6rnekleme, L<K fazla, L>K az 6rnekleme
durumlaridir.  Kritik 6rnekleme durumunda (LL’=MK=N), a,;, Gabor katsayilarinin

sayisi, x(n) isaretinin zamandaki Ornek sayisma esittir ve bu tam bir gdsterim igin
gereken minimum sayidir. L>K durumunda, taban fonksiyonlar1 kiimesi {}Tm . (n)} tim

uzayl yaymayacagl i¢in bilgi kaybmma neden olur. L<K yani fazla Ornekleme
durumunda, sayisal olarak kararli ve yeterli zaman frekans yerellesmesi saglayan

acilimlar elde edilebilir. {am,k} Gabor katsayilarinin tanimlandig1 (m,k) diizlemi, Gabor

katsay1 uzayi olarak adlandirilir.

Genel olarak {}ka (n)} kiimesi, dik olmayan bir taban kiimesi olusturur. Balian-Low
teoremi [45,46], h(n) penceresi, zamanda veya frekansta kotii bir yerellesmeye sahip
olmadikca {}Tm,k(n)} kiimesinin dik bir taban olusturamayacagini ortaya koymustur.

Dolayisiyla Gabor katsayilar1 basit i¢ ¢arpim yontemiyle elde edilemezler. Siirekli
zamanli Gabor agiliminda oldugu gibi /(n) sentez penceresine ikili dik olan yardimei bir

y(n) analiz penceresi kullanilarak Gabor katsayilar1 [45],
N-1 .

a,,; = (X(n).7,, 1 (m) = 2 x()7,,,(n) (2.124)
n=0

seklinde hesaplanabilir. Burada (-) R" uzaymda i¢ ¢arpimi géstermekte olup, ¥, ,(n)

ikili dik analiz penceresi 7 (n) ’den soyle elde edilir:
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Vi (1) =7 (n—mL)e’™". (2.125)

Ayrik Gabor agiliminin tamlik kosulu, (2.124) esitligi (2.125)’te yerine konarak sdyle

bulunur:

g

—-1K-1

D (07,5 (1) =8, (2.126)

k=0

i
[=}

Ayrica analiz penceresi, y (n), ile sentez penceresi h (n) arasmdaki ikili diklik kosulu

[44] :
- N /
h(n+mK)e 7"y (m)=-268,8,  0<m<L-1,  0<k<L-l (2.127)

¥ (n)’in varolmasi agilimin tamligimmi1 garanti eder [40]. Ancak L ve K’nin uygun
olmayan seg¢imleri sayisal kararsizliklara neden olabilir ve y'(n) hesaplanamayabilir.

Yukaridaki (2.127) kosulu matris formunda soyle verilebilir:
=d (2.128)

olup d=(L/K, 0, O, .......... , O)T, LL’ uzunlugunda bir vektor ve H, LL’xN boyutlu bir

matris olup, elemanlar1
h(mL +k,i) = h(i + mK)e " 0<m<L', 0<k<L, 0<i<N (2.129)

Kritik 6rnekleme durumunda, L=K, H, NxN boyutlu blok Hankel tip bir matristir ve H
tekil degil ise, y'(n) vardir ve tektir; ancak iyi yerellesmis olmayabilir. Bu durumda
Gabor katsayilari, isaretin yerel davranigini temsil edemezler. Halbuki fazla 6rnekleme
durumunda (L<K), ikili diklik kosulunun ¢6ziimii tek degildir. Qian ve Chen [41,47] bu
¢ok ¢oziimli durumu lehimize kullanarak, y'(n)’in h (n) e en kiiclik kareler anlaminda

yakin olacak bigimde se¢ilebilecegini gdstermislerdir:
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- ~ 2
T = min ﬁ—h(n)u (2.130)
burada |||, R" uzaymdaki Euclid normunu gdstermektedir. Yukaridaki optimizasyon

probleminin ¢6ziimii, genellestirilmis (sahte) matrisin tersidir:

y =H'(HH")™'d (2.131)
Zaman frekans isaret analizi i¢in hem analiz, hem de sentez pencerelerinin zamanda ve

frekansta 1y1 yerellesmis olmasi istenir. Fazla ornekleme durumunda }Nz(n) Gauss
pencere olarak segilirse, iyi yerellesmis Gauss’a benzer analiz penceresi y (n) ~ a h (n),
o =|y(n)| elde edilebilir ve bdylece Gabor katsayilari isaretin yerel davramigini

yansitirlar.

2.4.2. Malvar Gosterimi

Malvar dalgacik doniisiimii, isarete uyarlanir. Isareti en uygun parcalara ayirir ve her
bir pargay1 ayrik bir kosiniis tabani ile gdsterir. Ozel tasarlanmis pencereleri kullanarak
bu gosterim pencereleme nedeniyle olusan sinir etkilerini ortadan kaldirir [47,48,49].
Pencerelerin uzunluklarmi en iyi olarak belirlemek i¢in bir entropi dl¢tisti kullanilir.
Gorecegimiz gibi bu gosterim dar-bant bilesenli isaretler icin ¢ok i1yi performans
gosterir, fakat genis-bant bilesenli isaretleri gosterirken bilesenlerin frekans degisimleri

hakkinda bilgi gereklidir.

x(n)’in Malvar gosterilimi {uik (n)= vl.(n)f.k (n)} dikgen fonksiyonlar olmak iizere

~

-1
i

-1

x(n)=),

i=0 k

c iy (n), 0<n<N-1, (2.132)

i
0

esitligi ile verilir [48].

Li vuzunluklu v;n) penceresi oOzellikle tasarlanmistir ve {Zk(n)} birim dik

fonksiyonlarmin periyodik uzantilaridir:
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fieln) = [ coslz(k +0.5)(n - a,)) (2.133)
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Sekil 2.4 Malvar Taban Fonksiyonu Ornekleri

Sekil 2.4’te 16 uzunluklu bir pencere ve g=¢;+,=8, a=0 ve a; ;=16 parametreleri i¢in
Malvar dalgaciklary, {u,(n)}, gosterilmektedir.  {c,(n)} Kkatsayilari, {u, (n)}‘in
dikgenligi kullanilarak

Cy = NZ_IX(n)u,-k () (2.134)

seklinde elde edilir. En belirgin katsayilarla bir gosterim elde etmek i¢in toplam isaret
uzunlugu ikili aga¢ gibi pargalara boliiniir. Pencerenin en iyi uzunlugu bir L

uzunluguna kars1 gelen

Ach) = —Li\c;f loglet[ (2.135)
k=0
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maliyet uzunlugunu hesaplayarak belirlenir [50,51]. Agacimn iist ve alt seviyelerinde

bilgi maliyetini hesaplayarak ve kiyaslayarak en iyi uzunluk segcilir.

2.4.3. Dalgacik Doniisiimii

Zaman frekans analizi yontemlerinden biri de dalgacik analizidir. Dalgacik yontemleri
oldukca yeni matematiksel araclardandir. Dalgacik analizinin ana prensipleri Fransiz
jeofizik¢i Jean Marlet tarafindan 70’11 yillarin ortasinda gelistirilmis ve sismik isaretlere
uygulanmistir. Dalgaciklarin modern teorideki kuruculari Grossman ve Marlet’tir.
Ozellikle, Mallat [52,53] ve Meyer dalgacik ile coklu ¢oziiniirlik analiz yapisi
arasindaki yakim iliskiyi kesfetmis, ana dalgacik hesaplamada basit bir yola
ulagtrmiglardir.  Onlarm c¢aligmast stirekli-zamanli dalgaciklar ve sayisal slizgeg
obekleri arasindaki baglantiyr kurmustur. Daubechies [54,55,56] sonlu-siireli birimdik
dalgaciklar ile sonlu diirtii cevapli (FIR) siizge¢ 6bekleri olusturmak i¢in sistematik bir
teknik gelistirdi. Bu sonuglar isaret isleme c¢evreleri kadar matematik i¢inde de
olaganiistii bir ilgiyi tetikledi. Ses ve goriintii/video gibi duragan olmayan isaretlerin
gosterimindeki veriminden ve diger bircok ilging 6zelliklerden dolayi, dalgaciklar ¢ok

hareketli aragtirma alanlarindan biri olmustur.

Siklik bolgesi icindeki igareti test etmek i¢in frekans imleri kurmada genellikle iki yol
vardir. Birincisi; hem Gabor doniisiimii hem de Fourier doniisiimii gibi harmonik iliskili
karmagik siniis fonksiyonlart (harmonically related complex sinusoidal functions)
kullanmaktir. Digeri; verilen temel w(z) fonksiyonundaki zaman degiskeni #’yi
Olcekleyerek bir taban elde etmektedir. Eger y(z) fonksiyonunun merkez frekansi veya
ortalama frekansi @y ise, onun zamanda Ol¢eklenmis versiyonu w(#/a)’nin merkez
frekanslar1 wp’in karsiligi olacaktir. Genisletilmis ve dtelenmis w(a™ (t-b)) fonksiyonu
isaretin yerel davranisini incelemede im isaretleri olarak kullanildig1 zaman, bu son
gosterim, dalgacik doniisiimii (DD) veya eger isaret, siirekli zamanin bir fonksiyonu
olarak diistiniildiigiinde, siirekli zamanli dalgacik doniisiimii (continuous-time wavelet

transform) (SDD) admi alir ve
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SDD(a,b) = ﬁ j x(t)y * (=2 )dt a#0 (2.136)

seklinde tanimlanir, burada w(?) ana dalgacig1 gostermektedir. @ parametresi, frekans
karsilig1 olarak, 6lgekleme indeksini gostermektedir. b parametresi zamanda Gtelemeyi
gostermektedir. y(?)’yi 0 (sifir) zaman, ve @y frekansinda ortaya konuldugu varsayilip,
sonra amlan siraya gore y(a’(+-b)) genislemesi ve doniisimii 5 zamaninda ve wy/a
frekansinda yerlesmistir. Sonug olarak, SDD(a,b) niceligi, x(t) ve w(a™ (t-b))'nin ig

carpimi ve (b,“’TO) cevresindeki isaretin davranisini yansitmaktadir. Bu nedenle

SDD(a,b)|,_w , , = ZF (3 ,t) (2.137)
esitligi ile gosterilen SDD(a,b) zaman ve frekansin bir fonksiyonu olarak da

diistiniilebilir.

KZFD’de, isaretin birlesik zaman frekans ozelligini incelemek i¢in, 6lgek olarak
zamanda Oteleme ve frekans-kiplenmis tek ilk Ornek (prototype) fonksiyonu
w(r—t)exp{ ja)'r} olusturulmustur. Bu nedenle biitiin temel fonksiyonlar ayni zarfa
sahiptirler. Bir kere w(?) secildigi zaman, temel fonksiyonlarin zaman ve frekans
cOziintirliikleri sabitlenir. Diger yandan, Dalgacik Doniistimiinde kullanilan 6lgek, ana
dalgacigim genislemesi ve doniisiimiinii saglamaktadir. Sonug olarak, temel w(a”(z-b))
fonksiyonunun zaman ¢oziiniirliigii ve frekans c¢ozlniirliigli 6lgekleme faktoriiniin

fonksiyonlaridir.

Isaretin ¢oziiniirliigiinii karakterize etmek igin standart sapma kullanilmaktadir. Eger
ana dalgacik y(z) nin zaman ve frekans sapmalar1 A, ve A, ise, w(a” (t-b))’nin zaman ve
frekans sapmalar1 da sirasiyla A, ve Ay/a’ya karsilik gelmektedir. yw(a”(z-b)) dalgacik
temel fonksiyonu i¢in zaman ¢oziiniirliigiiniin yiiksek olmas1 (daha kiiciik a) frekans
¢cOziinlirliigiiniin daha kotii olmasma sebep olur. Bu da dalgacik tabanmim diisiik

salinimlar i¢cin uzun siireli isaretlere, yliksek salmimlar icin kisa siireli igaretlere
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uymasimi gostermektedir. KZFD ve DD’nin birlesik zaman frekans bolgesindeki

yerlesimi faklilik gosterir. KZFD dogrusalken DD’ niin ki ise logaritmiktir.

Dalgacik taban fonksiyonu i¢in ilging olan sey zaman ¢oziiniirliigiiniin aA¢ ve frekans
¢cOziinlirliigiinliin A,/a’nin ¢carpiminin dlgekleme faktorii olan a’dan bagimsiz olmasidir.
Bu da dalgacik y(a”(t-b)) fonksiyonunun siireksizlik prensibine uymasmi ifade eder.
Daha fazlasi i¢in ana dalgacik ¥(?)’nin ortalama frekansmin @y oldugu farzedilir. O
zaman dalgacik w(a” (t-b))’nin ortalama frekansi wy/a’dir. Ozet olarak frekans bant

genisliginin oran1 2Aw/a (frekans bolgesinde c¢ift standart sapma) ve ortalama frekans

2A_w /a = 24, gosterilen ifadede, Dalgacik
w,/a o,

ap/a, a Olgegi ile degismez. Bu da Q=

doniisiimii ile geleneksel sabit Q analizini dogal olarak birbirine baglar. KZFD ve
DD’niin arasindaki farki anlamak icin asagidaki 6rnek incelenebilir.

Isaret

s()=8(t—1)+5(t—t,)+e™" +e/ (2.138)

seklinde olup, frekans gosterilimi
S(w)=e’" +e’" + 215 (0w — w,) + 278 (0 — ,) (2.139)
dir.

(2.138)’teki 1saret i¢in KZFD ve DD karsilastirilirsa, biitiin zaman frekans bolgesinde
KZFD’nlin zaman ve frekans c¢oziinirligi tek bicimliyken, bunlar DD’de
degismektedir. Yiiksek frekanslarda daha i1yl zaman ¢oziiniirliigii, daha kotii frekans
cOziinlirliigi elde edilmektedir. Diistlik frekanslarda daha iy1 frekans, daha kotii zaman
¢oOziiniirliigline sahip olunmaktadir. Buna ragmen merkez frekansi ile bant genisliginin

orani sabittir.

DD’niin karesi genellikle skalogram (SKAL) olarak ifade edilir.

SKAL(a,b) =|SDD(a,b)|’ (2.140)
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Sunu ifade etmek Onemlidir, eger biz sadece isareti analiz etmek istiyorsak ve
donilisime dayanan orijinal isareti tekrar elde etmek istemiyorsak o zaman (2.136)
esitligi ile verilen ana dalgacik, y(?), istedigimiz herhangi bir fonksiyon olabilir. Ama
miikemmel bir sekilde yeniden elde etmek istiyorsak, ana dalgacigm, y(z), se¢cimi daha
sinirlandirilmistie.  Ayrica onamirlik kosulunu (admissibility condition) saglamak

zorundadir. Bu da

_ 1 “I—’((u)‘z
CW—EJ' - de (o0 (2.141)

denklemi ile verilir. W(w) ana dalgacigin, y(?), Fourier donisimiidiir. (2.141) sart1
Y(0)=0 olmasm gerektirmektedir. Diger bir deyisle ana dalgacik, w(?), band

gecirendir. w(?) onanirlik sartin1 saglarsa, orijinal isaret tekrar
1 1 7 (1=t

x(t) = o j j L SDD(a, by (=2 )dadb (2.142)
b4

denklemi ile olusturulabilir ve dalgacik fonsiyonunun, w(?), ciftidir. Genellikle,
y(t)=y(t)’dir. Gabor agilimmda oldugu gibi siirekli zamanli dalgacigin goésterimi
gereksizdir.  Orijinal isaret, tamamiyla siirekli zamanli dalgacik doniistimiiniin
orneklenmesiyle yeniden elde edilebilir. Gosterilimin sonucu dalgacik serisi olarak

adlandirilir.
Daha 6nceki 6zelliklere ek olarak, Dalgacik doniisiimiin 6nemli bir 6zelligi de

[l de = CL [[a*|sDD(a,b) dadb (2.143)

denklemidir ki, bu da birlesik zaman frekans diizleminde dalgacik doniistimiiniin
agirlikli enerjisi, zaman bolgesinde isaretin enerjisine esittir. Geleneksel olarak (2.143)
denklemi, Fourier doniisiimiiniin Parseval formiiliiniin kopyasi olarak diistiniiliir. Sunu
belirtmek 6nemlidir ki genelde w(?) fonksiyonu c¢ok kétii yerlestirilmedik¢e, KZFD nii
saglamaz [56].
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Sonu¢ olarak, KZFD’de kullanilan temel fonksiyonlar, karmasik harmonik siniizoidal
fonksiyonlar oldugu icin KZFD de genellikle karmasik say1 ¢ikar. Diger taraftan, isaret,
x(t), ve ana dalgacik, y(?), ger¢ek oldugu siirece Dalgacik doniisiimii de gergektir. Bu da

dalgacik doniistimiinii bir cok uygulama i¢in ¢ekici yapmaktadir.

2.5. EVRIMSEL iZGE ANALIZi

Evrimsel Izge kurami [57], rasgele, duragan olmayan siireglerin zamana bagl izgesel
giic yogunluklarmi tanimlamakta kullanilan bir yaklasimdir. Pristley’in Evrimsel Izge
yontemi {x(¢)} siirecinin titresimli oldugunu varsayar. (Ornegin {x(z)}’nin genligi

zamanla yavasc¢a degisen siniizoidal bilesenlerden olusur.

Evrimsel izge kurami, duragan izgesel kuramin genellestirilmis durumu olan asagidaki

onermeye dayanir.
Onerme: {x(t)}), kovaryans fonksiyonu R(t,t'):E[x*(t).x(t')] olan, sifir

ortalamali bir siire¢ olsun. Her bir ¢ i¢in

[0 duty) < =0 (2.144)

olan ve biitiin ¢ ve ¢ ’ler igin

R(t,1") = jd’,*(y )¢ (7 )du(y) (2.145)

olan bir {d)t (y)} islevler kiimesi ve bir u(y) 6lgiisii ancak bu siireg

() = [¢,()dZ(y) (2.146)

bi¢iminde gosterilebildiginde vardir. Burada {Z (y)}, dikgen artiglar stirecidir ve
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0 !
Eldz' (n)dz(y))= {du(y) yy ;7 (2.147)

ozelligine sahiptir. {x(¢)} duragan bir siire¢ oldugunda, {d),(y)} islevler kiimesi,
¢,(y) =e”" seklinde karmagik iistellerdir. Bir olgii olan u(y) ise basitlestirilmis
izgedir. Ornegin, duragan bir siirecin izgesi u(y) dlgiisiiniin tiirevidir. Sonugta, siire¢
artiglar1 kiimesi {dZ (y)}’yl birim degisintili beyaz giiriiltii olarak kabul edebiliriz. Bu

ylizden, du(y) = dy ’dir. Bunun anlami izgesel Ol¢iiniin siirekli ve izgesel degisimlerin

islevler kiimesi ile temsil edilebilir oldugudur.

(2.146) numarali esitlikten siirecin enerji yogunlugu

E[|x(f)|2]: T |¢,(7)|2d7 (2.148)

olarak elde edilir. Oyleyse isaretin enerjisi

£ = j j () dy dr (2.149)

—00 —00

olur. Bu esitlik, **nin isaretin enerjisinin ¢ ve y lizerinde birlesik olarak ayrigimini

(1)

verecegini isaret eder. ¢ zaman degiskenidir, ama maalesef y frekansin fiziksel

aciklamasma sahip degildir. Siire¢ davranisi olarak titresimli model, frekans degiskeni y
icin anlamli bir frekans ac¢iklamas1 yapilmasina olanak veren kabuller saglar. Titresimli
siiregler, zamanla degisen genlikli siniizoidallerden olusuyormus kabul edilir. Isaretin

enerjisinin zaman frekans ayrisimini elde etmek icin, titresimli modele uygun {d)t (y)}

islevler kiimesine kosullar koyacagiz.

Islevler kiimesini, bir tastyiciy1 modiile eden genlik zarfi olarak tanimlayalim,

¢,(y) = 4,(y)e” " . (2.150)
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Tasiyic1 frekans1 A(y), £'ye gore A (y) zarfinmn Fourier doniisiimiiniin genligi var ve

sifir frekansinda en biiylik olacak bicimde se¢ilir. Anlaml frekans agiklamasi temin
edebilmek i¢in tasiyict se¢imi, tastyict zarfin Fourier doniisimii bir DC bilesenle

bastirilabilecek sekilde yapilir.

A(y) tastyicisi, ¥ ‘nin tekil degerli bir islevi olarak kabul edildiginde, (2.151) esitliginde

y ’dan Q = A(y) ’ya bir degisken doniistimii yapilirsa,

$,(Q) = 4,(Q)e’™ (2.152)

ifadesi elde edilir.  (2.145) ve (2.146) esitlikleri bu duruma goére yeniden

diizenlendiginde

R(t,t') = IOA,*(Q)A,,(Q) e’ 40y (2.153)
veE

x(t) = _]iA,(Q)e’Q’dZ(Q) (2.154)

elde edilir. Burada E “dZ (Q)|2J: dQ’ dir. Baskin frekans A(y) yapilirsa, (2 degiskeni

frekansin fiziksel yorumuna sahip hale getirilir. Bundan sonra Pristley [58], ¢,(y)

fonksiyonlarmin uygun sec¢imiyle yukarida bahsedilen kosullar1 saglayan titresimli

stireci tanimlamaistir.

Bu durumda, zaman ve frekans lizerinde birlesik olarak isaretin enerji dagilimi

E[|x(t)|2]: T |4, @) d0 (2.155)
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ifadesiyle verilir. Boylece 4 (Q)e’ islev kiimesine gore siirecin titresimli Evrimsel

Izgesi
Ses(t,Q) = |4,(Q) (2.156)

olarak tanimlanir.

Duragan olmayan bir siirecin evrimsel izgesinin tanimlanmasi i¢in ikinci bir yaklagim,
Melard’in Wold-Cramer (WC) izgesidir [58]. Ayrik zamanli duragan olmayan bir

{x(n)} siirecinin WC ayristirimi, durtii tepkesi 4(n,m) olan, nedensel, dogrusal ve

zamanla degisen bir dizgenin ¢ikisi olarak gdsterilebilir:
x(n) =Y h(n,m)e(m). (2.157)

Burada {e(m)} duragan, sifir ortalamali, birim degisintili beyaz giiriiltii siirecidir. Diger
yandan, {e(m)} gelisigiizel genlikli ve fazli siniizoidallerin toplami olarak ifade

edilebilir.

e(m) = j " d7 () (2.158)
Burada Z(w) dikgen artish bir siiregtir. Soyle ki;

EldZ(0,)dZ" (o,)]= ia(w, —w,)do do, . (2.159)

(2.158) numarali esitlik (2.159) numaral esitlikte yerine konursa duragan olmayan

{x(n)} siireci

x(n) = ]['H(n,a))ej“’"dZ(a)) (2.160)

-
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olarak ifade edilebilir. Burada

H(n,0)= Y h(n,m)e’"™ (2.161)

Zadeh’in genellestirilmis aktarim islevidir [59,60]. (2.157) numarali esitligini kullanip,

@’ nin islevi olarak her bir » aninda duragan olmayan bir x(n) slirecinin gii¢c dagilimini

veren
2 1 7 2
E[|x(n)| ]:E [|Hn.o)f do (2.162)

x(n)’in degisintisi elde edilir. Boylece WC Evrimsel Izgesi
Sye(n,0) = |H(n,0)’ (2.163)

olarak tanimlanir. H(n,w) frekansa bagli islev olarak kabul edilirse, yukaridaki tanim
Pristley’in Evrimsel Izgesiyle uyusmaktadir, ki bu da bu islevlerin zamanda yavas

degisim gostermelerini gerektirir. Gelisigiizel, zamanla degisen genlik ve fazli o,

frekansindaki igaret bilesenini
x,(n) = H(n,0,)e’"dZ(w,) (2.164)
olarak varsayilirsa, (2.162)’e gore bu bilesenin yerel giict,

dw,

27 |H("’C"o)|2 =

E[|x0(n)|2]: d“: S(n,,) (2.165)

2

esitligiyle verilir. Isaret o, frekansina gore asagidaki gibi modellenirse,
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x(n) = x,(n)+ Vo, (n)= A(n,a)o)ej“’(’" +V,, (n) (2.166)

elde edilir. y, (n), x(n)’in w,’dan baska frekanslardaki bilesenlerini i¢eren yanilgiy1

modeller ve ortalamasi sifirdir. (2.164) numarali esitlik kullanilarak
A(n,0,) = H(n,0,)dZ(o,) (2.167)
elde edilir. Sonra, o, frekansinda WC Evrimsel Izgesi

dcao 2
o E[|A(n,a)0)| ] (2.168)

S(n,0,) =

olarak elde edilir. Bu durumda S(n,®,)’ 1n zamana bagli izgesinin kestirimi A(n,0,)’

in kestirimi ile aynidir. Tim frekanslar icin bu siireci yinelersek, zamanla degisen

izgesel yogunluk islevi S(n,®) 'nin kestirimi
1 2
Sy (n,0) = 2—|A(n,a))| (2.169)
T

olarak bulunur.

Evrimsel Izge kestirimi igin Onerilen etkili yontemlerden biri olan Evrimsel

Periyodogram (EP) [61]’te verilmistir. Burada Onerilen yontem,
. M-1 N-1 )
A(n.w) =3 B (Y B(Dx(De (2.170)
i=0 1=0

ile verilen A(n,®) nin kestirimini kullanir. Burada {ﬁ(.)} dikgen ¢okterimliler kiimesi

ve M agilim derecesidir. Yukaridaki esitlik

N-1
A(n,0) =Y x(OW (n,e (2.171)
=0
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olarak yazilabilir. Burada
M-1
wnl) = B (mB() (2.172)
i=0

olarak tanimhidir. Bu durumda, evrimsel periyodogram kestirimi

. N~ 2
S (n,0) = H|A(n,a))| (2.173)

yardimiyla bulunabilir. i sabiti, [61]’te uygun enerji normalizasyonu icin

tanimlanmistir. EP kestiriminin basarimi, zamanla degisen pencere islevi W(n,/)’nin
zaman frekans yerellesmesini saglayan acilim derecesi M’nin se¢imine baglidir. Dikgen
cokterimliler kullanilirsa (Fourier ya da Legendre gibi ), bu pencere genellikle zamanda
ve frekansta kotli yerellesir. Bunun sonucu olarak da, EP yerellesme sorunu ve yan

kulaklar ortaya cikar.

Daha sonraki bir calismada Evrimsel Spektrum (ES) kestirimi i¢in ¢ok pencereli Gabor

acilimi kullanan bir yontem Onerilmistir [62]

2.5.1. Cok Pencereli Gabor A¢ihmu ile Evrimsel Izge Kestirimi

Duragan olmayan bir isaretin EI analizi ile o isaretin Cok Coziiniirliiklii Gabor A¢ilimi
arasindaki iligki [62]'de verilmistir. O calismada, Wold-Cramer gdsterimine benzer,
ayrik ve zamanla degisen sonlu uzunlukta bir x(n); n= 0, 1, 2, ....., N-1, isaretinin ¢ok

¢Oziintirliiklii Gabor acilimi

-1 -1 -1

K-1
z @ i My i (1) = z A(n, 0, )e"™" (2.174)
=0

i=0 0 0

<
=

x(n) =

~ | —
-
1l

3
Il

olarak verilmektedir. Burada {ai,m, k} cok ¢oziiniirliiklii Gabor katsayilari, {hlm k} taban

islevleri ve A(n,w,) ise bir zaman frekans ¢ekirdegidir. Taban islevleri bir pencerenin
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farkli Olgeklerle 6l¢eklenmesi ve zamanda ve frekansta esit araliklarla otelenmesiyle

elde edilmektedir:
By i () =l (n—mL)e™™". (2.175)

Burada o, = (27kL')/ N olup L ve L' sira ile zamanda ve frekansta 6teleme adimlarini,
M ve K ise swra ile zamanda ve frekansta alinan 6rnek sayilarmni gostermektedir.
Dolayis: ile bu pozitif tam sayilar birbirleri ile ML = KL'= N seklinde iliskilidir. 4,(n)

sentez penceresi, birim enerjiye sahip bir g(n) ana Gabor penceresinden
h(n)=2"7g2'n), i=0,L,...,1-1 (2.176)

zaman Olceklemesi ile elde edilir. Burada, / kullanilan pencere yani ¢dziiniirliikk

sayisini, 2' ise dlcegi gdstermektedir.

a Gabor katsayilari, £, ,(n) taban islevlerine dik olan, y,, ,(n) analiz

i,m,k

pencere kiimesi yardimai ile bulunur:
N-1 . ]

Ay i = D XY, i Vime (W) =7, (n—mL)e"". (2.177)
n=0

Burada analiz penceresi y,(n), sentez penceresi A,(n)’e dik olacak sekilde, asagidaki

ikili-diklik kosulunun ¢6ziimii ile bulunur [40]:

N-1 g L
> h(n+mK)e Ty, (1) =-28,8, 0<m<L=1, 0<k<L-1. (2.178)
n=0

[62]’de (2.174) esitligindeki ¢ok pencereli Gabor agilimi ile duragan olmayan isaretlerin
evrimsel izge analizi arasinda bir baglant1 kurulmus ve bir x(n) isaretinin evrimsel

1zgesinin,
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|
Sy (1,0,) =—|A(n.@, ) (2.179)

olarak kestirilebilecegi gosterilmistir, //K faktorii diizglin enerji normalizasyonu i¢in

kullanilmaktadir. (2.174) esitligi tekrar diizenlenerek

1 L=t v 1 2!
A(n, a)k) = _z zai,m,khi(n —mL) = —ZAI-(H, a)k) (2.180)
Y (e Y ey

elde edilir. Burada A4,(n,w,) farklh olgekler ile kestirilmis zaman frekans g¢ekirdek
islevlerini  gostermekte olup, bunlarm farkli ortalama teknikleri kullanilarak
birlestirilmesiyle de EI c¢oziiniirliigii iyilestirilebilir [62,63].  Ayrica, a;,, . nn

(2.177)’teki karsiligr (2.180) esitliginde yerine konarak
N-1 )

A(n,0,) =Y x(O)w(n,L)e '™ (2.181)
=0

elde edilebilir ki burada w(n,/) Gabor sentez ve analiz pencerelerine bagli, zamanla

degisen yeni bir penceredir:

w(n, () = IZ]“MZIy (¢ —mL)h,(n—mL) :%IZ_]:wi(n,l) (2.182)

~N |~

(2.181) esitligi, w(n,?) penceresi ile tanimli bir KZFD olarak yorumlanabilir. w(n,?)
penceresi birim enerjiye normalize edildiginde, isaretin toplam enerjisinin korundugu
[62]°da gosterilmistir. Ustelik, S, (n,®,) negatif olmayan degerler almakta ve zaman
frekans marjinallerini [3] yaklasiklikla saglamaktadir. Bu sebeple bir ¢ok zaman
frekans dagiliminin aksine S,;(n,®, ), zaman frekans enerji yogunluk fonksiyonu olarak
yorumlanabilir [3]. Dolayisiyla duragan olmayan isaretlerin bir 6zniteligi olan birlesik

zaman frekans momentlerinin hesaplanmasinda enerji yogunluk fonksiyonu olarak

kullanilabilir.
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2.6. YUKSEK DERECELiI ZAMAN-FREKANS YONTEMLERI

Duragan olmayan isaretlerin yiiksek dereceden izgesel analizi i¢in uygun bir ara¢ bulma
girisimi, Wigner ikiz izgesini yani iiglincli derece Wigner dagilimini 6neren Gerr [64]
tarafindan yapilmistir. Dandawate ve Giannakis [65], Fonollosa ve Nikias [66] ve
Swami [14] birbirinden bagimsiz olarak, Gerr’in Wigner ikiz izgesini yliksek dereceli
Wigner-Ville dagilimlarma genellestirmislerdir. Bu, zaman ¢oklu frekans dagilimlari,
WVD’nin birgok 6zelligini korurlar ve onlar1 daha yiiksek dereceli izgelere genisletirler
[16,67], fakat isaretin zaman frekans gosteriliminin dogrulugunu dikkate almazlar. Ote
taraftan, Polinomsal Wigner-Ville Dagilimlar1 (PWVD) [68] ve buna karsi gelen
Zamanla-Degisen Yiiksek Dereceli Izge (ZD-YDI) smnifi [68], agiklayici zaman frekans

analizinde dogru isaret gdsterilimi i¢in araclardir.

Yiiksek dereceli zaman frekans analizi i¢in li¢ ana yontemden bahsedebiliriz. Birinci
yontem; Fonollosa ve Nikias [16] tarafindan olusturulan Wigner yiiksek dereceli
moment izgesidir. Fonollosa ve Nikias, Wigner dagilimlarini, Wigner ikiz-izgesi,
Wigner tgliz-izgesi vs. seklinde genellestirmislerdir. Bu Wigner ikiz-izgesi, sezim
problemlerinde (detection problem), Wigner dagilimindan daha iyi sonu¢ vermektedir,

fakat hangi ¢oklu frekans bilesenlerine sahip oldugunu agik bir sekilde sunamamaktadir.

Ikinci yontem, Boashash ve O’Shea [74] tarafindan gelistirilen polinomsal Wigner-Ville
dagilimlar1 (PWVD) adi verilen zaman frekans dagilimlart sinifidir. Wigner-Ville
dagilimi, yalniz dogrusal frekans kiplenimli igaretler i¢in en iyi ¢oziiniirliigii verirken,
PWVD’lar1, polinomsal frekans kiplenimli isaretler i¢in de zaman frekans diizleminde
en 1yi ¢oziiniirligi verir. Bu yazarlar ayrica, rasgele duragan olmayan siireglerin zaman
frekans analizi i¢in zamanla degisen yiiksek dereceli izgeler (ZD-YDI) yontemini de

ortaya atmiglardir.

Ucgiincii  yontem, Stankovic [13,14] tarafindan gelistirilen Wigner dagilimmi da
genellestiren L-Wigner dagilimidir. Derece arttikca, herhangi saf frekans kiplenimli

isaret i¢in L-Wigner dagilimi en 1yi ¢Oziiniirliige yaklasir. Bununla birlikte, eger isaret
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genlik kiplenimli veya birden fazla bilesen iceriyorsa, L-Wigner dagilimi memnun edici

olmayan sonugclar saglar.

Yiiksek dereceli istatistikleri kullanmasiyla PWVD’ler ve L-Wigner dagilimlari, nemli
avantaj kazandiriyor gibi goriinse de, bu yontemlerin gicliikleri uygulanmalarini

zorlastirmaktadir.

2.6.1. Wigner Yiiksek Dereceli Moment izgesi

x(t), karmasik rasgele olmayan bir isaret olsun. x(?)’nin k. dereceden Wigner Yiiksek

Dereceli Moment Izgeleri (WYDI), W, (¢, f;, fyeeeon fi) »

k k (2.183)
11 x(t +ht -4 D, ].exp(—j27g”iri)dri.
i=1

J=l, j#i

seklinde tanimlanmigtr. Bu tanim asagida gosterildigi sekilde elde edilmistir.

W (tfs faseeen fi)s R (7,75,......7,) (k-boyutlu yerel moment fonksiyonu)'nin k-

boyutlu Fourier Doniigiimiidiir:

k
Wt s Frrovens i) = [oonni [ R (21T g T) ] [ exp(= 2017, (2.184)
T, T i=1
burada
. k
R, (t,Tyss 1) =X (t—a)[ [x(t+7, - 1) (2.185)
i=1

o keyfi zaman gecikmesi ile tanimlanmistr. R (7,,7,,.....,7,) ‘nin ¢arpimindaki

carpanlardan bir tanesi, x(¢)’nin esleniginin geciktirilmis bir versiyonu ve geri kalanlar

x(t)’nin geciktirilmis versiyonlar1 olacak sekilde tanimlandigma dikkat edilmelidir.
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Asagida agiklanacag: gibi, R (7,,7,,.....,7,) ‘nin taniminda x(#)’nin rasgele olmayan bir

analitik isaret olmasi durumunda en az bir eslenik terim olmas1 gereklidir.

Yiiksek dereceli moment izge bolgesinde, zaman frekans dagiliminin ii¢ temel
ozelliginin saglanmasi i¢in, a’nin degeri uygun secilmelidir. Ozellikle, verilen bir

zamanda ani frekansi, ¢oklu frekans uzayinda ortalama frekans olarak elde etmek igin

ﬁ{(f—a}+i(t+ri—a)]:t (2.186)

olacak sekilde,  zaman aninda, ortaya yerlestirilmesi gerektigi gosterilecektir. Sonug

olarak,
1 k
a=——)>T1, 2.187
k+1§‘ : ( )
ve
1 k
R, (T),T55s T,) = X(t——Zf HX(Hk T Z (2.188)
i=l1 Lj*

ifadeleri ortaya ¢ikar; buradan (2.183) esitligi elde edilir. k=2 icin WYDI’nin 6zel

durumlar1 Wigner ikiz izgesini igerir:

Woults /1o 12) = jjx*(t_%fl —3T)x(+37,—37,)
(2.189)

x(t+37, —37,) exp(—j2nft,) exp(—j27ft, )T d,

ve k=3 i¢in Wigner li¢iiz izgesinin ifadesi asagidaki gibidir:
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Wi (& [ 1 13) = jjjx (t—57—37, _%73)x(t+%71 —3T—%Ts)

T1 7273

X(A3T, =37 — 5 T)XE+ 3T =57, 4 T,) (2-150)
.exp(—j2nf 7, ) exp(—j27f,7, ) exp(—j2nfst; )dT,dv,d,

k=1 i¢cin Wigner dagilimi asagidaki gibi bulunur:

W, (t, )= jx*(t —L0)x(t +L1)exp(—j2nf7)dr (2.191)

(2.189) esitligindeki Wigner ikiz izgesinin tanimi Gerr tarafindan Onerilen tgiincii

derece Wigner dagilimindan [64], sadece isaretin esleniginin bagimliliginda ayrilir.

Goriildiigli gibi duragan olmayan isaretlerin zamanla degisen frekans igeriginin
tanimlanabilmesi i¢in ¢ok cesitli yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerden bazilari
bilesenler arasinda capraz terimler olusturarak veya negatif degerler alarak giic izgesi
olarak yorumlanamaz duruma gelmektedirler. KSF veya Gabor acilimi gibi bazi
yontemler ise kullanilan siniisoidal analiz ve sentez pencere genisligine bagli
cOziinlirliik sergilemekte ve isareti yeterince ¢Oziimleyen bir zaman frekans izgesi
verememektedir. Bu problemin giderilmesi i¢in Onerilen yeni yaklasimlar (pozitif
zaman frekans dagilimlari, isaret uyumlu agilim yontemleri gibi) ise biiyiik hesap ytkii

getirmektedir.

Sonraki bdliimlerde frekans igerigi dogrusal olarak degisen isaretlerin yiiksek
¢cOziinilirliiklii zaman frekans analizi ve gii¢ izge kestirimi icin kesirli Gabor agilimlari

sunulmaktadir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde klasik Fourier doniisiimiiniin genellestirilmis bir hali olan Kesirli Fourier
dontlistimii Gabor agilimmin taban fonksiyonlari tanimlamakta kullanilacaktir. Kesirli
Fourier doniistimiinde kullanilan taban fonksiyonlar1 dogrusal anlik frekanslara sahip
olup, bunlarin Gabor pencerelerini modiile etmesiyle elde edilecek olan taban
fonksiyonlar1 zaman frekans diizleminde dikdortgen olmayan bir ornekleme kafesi
tanimlayacaktir. Boylece frekans icerigi zamanla dogrusal olarak degisen bir ¢irp tipi
isaretlerin yliksek c¢oziinilirlikte zaman frekans analizi i¢in yeni Gabor acgilimi

Onerilecektir.

Ayrica calisgmasmin sonunda duragan olmayan isaretlerin zamanla degisen izge
kestirimi icin Evrimsel Izge yaklasimi verilmistir. Bu izge gdsterimi ile kesirli Gabor
aciliminin katsayilar1 arasinda bir iliski kurularak Evrimsel Izge cekirdegi elde
edilmistir. Evrimsel izge, bu goésterimin zamanla degisen c¢ekirdeginin genlik karesi
olarak verilmektedir. Boylece isaret i¢cin, hem bir Zaman Frekans gosterimi hem de bir
Zaman Frekans izgesi ayn1 anda elde edilmektedir. Onerilen ¢ok pencereli kesirli
Evrimsel izge yontemi ile pozitif ve yiiksek ¢oOziiniirliige sahip bir ZF izgesi elde

edilebilmektedir.

3.1.1. Kesirli Fourier Doniisiimii

Kesirli  Fourier doniisimii(KFD) olarak adlandirilan  Fourier doniisiimiiniin
genellestirilmis hali 1980°de, [70,71] Onerilmesine ragmen 1993’de, [72], tekrar
kesfedilene kadar 6zellikle sinyal isleme toplulugu tarafindan potansiyel olarak oldukca
yararli bir ara¢ olmasma ragmen pek ilgi géormemistir. Son yillarda ise bir ¢ok
arastirmaci, [72,73], bu konuda KFD’nin zaman frekans ekseninde bir donme olarak
yorumlanmasi , zaman—frekans doniisiimleriyle baglantis1 gibi sinyal isleme acisindan
cok 6nemli olan yeni sonuglari, neredeyse es zamanli ve bir birlerinden bagimsiz
olarak ortaya koymuslardir. Daha sonra takip eden caligmalarla KFD’nin ayrik zamanli
hali olan ayrik zamanl fourier doniislistimii tanimlar1 yapilmis ve bdylelikle KFD’nin

hesaplanmasi kolaylastirilarak, ¢esitli uygulamalarda kullanilabilirligi artirilmastir.



57

Kesirli Fourier Doniisiimii (KFD), Fourier doniisiimiiniin genellestirilmis bir halidir ve
bir ¢ok alanda uygulama alani1 bulmaktadir (optik isaret isleme, direfansiyel denklem
¢ozme, v.b.). Zaman frekans gosteriminde iki eksenli bir diizlem kullanilir [Sekil-111.1].
Bu eksenler birbirlerine diktir, biri zamani gostermek iizere digeri frekansi
gostermektedir (Sekil 3.1). x(?) isaretini, zaman ekseni boyunca, Fourier transformunu

da, frekans ekseni boyunca goz 6niine alalim.

x(¢) X(w)= \/21_7[ T x(t)e ™ dt 3.1)

Fourier transformunu F operatorii ile temsil edilmis olsun. Bu durumda Fourier
transformu saat ibresinin tersi yoniinde /2 ’lik bir doniisii tamimlamis olur. Pes pese iki

T
tane Fourier doniisiimii alacak olursak FFx(t)=x(-t) elde edilir. Bu islem iki kere A ’lik

donmeye karsilik gelir.

v

Sekil 3.1 Zaman frekans ekseni ve orjinal o —¢ eksenine gore o agisiyla dondiiriilmiis u-v eksen

takimi
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Simdi, hangi dogrusal operator’iin % kat1 olmayan a agili bir donmeye takabiil

edecegini [Sekil 3.1]’de gosterildigi gibi bulmaya calisalim. Oncelikle bdyle bir
operator’iin var oldugunu kabul edelim ve bunu R* ile gosterelim. Bu operator asagida

belirtilen 6zelliklere sahip olmalidir.

1- Sifir doniis: R =1

2- Fourier transformunu i¢ermesi: R = F

3- Agilarin toplanmast: R+ R =R/ (3.2)
4- 27 ’lik donme: R =1

Bu 6zelliklere sahip KFD’ii asagidaki ¢ekirdek doniisiimii yolu ile tanimlanir

2 2
1—jeota i—=cota-jucsa
I, ) .
2n ,a m'nin kat1 degilse

K, (tu)= o (t-u) ,o 27'nin katt degilse (3-3)
o (t+u) ,o0 + 7 27'nin kat1 degilse

Bu ¢ekirdek « ile, a’nin tam katlar1 da dahil olmak tizere siireklidir, Bu ¢ekirdek

asagidaki 6zelliklere sahiptir.

® Ka(f,u)zKa(uat)
o K, (tuw)=K,(t.u)

o K (-tu)=K,(t,—u)

o T K, (t,w)K;(u,2)du =K, ;(t,z2) (3.4)

-0

° TK’I (t,u)KB*(t,u’)dt=5(u—u’) (3.5)

-0

En son esitligindeki 6zellik, ¢ degiskeli u parametreli K, (z,u) c¢ekirdek fonksiyonlarinin

bir dik kiime olusturduklarint gostermektedir. Yukardaki ilk kosuldan hareketle ayni
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sey u degiskenli ¢ parametreli K (u,r) i¢in de sOylenebilir. o =r/2 i¢cin KFD nin

cekirdegi, klasik Fourier doniisiimiiniin ¢ekirdegine doniigsmektedir.

a agisna sahip bir x fonksiyonunun KFD (3.6) ve (3.7) deki sekilde verilmis R*x= X,

fonksiyonlar1 ile tanimlanmis olan [70,71] de gosterildigi sekilde tanimlanmustir.

X @) = [x(OK, (tu)dt (3.6)
2 2
l— j 'u—coa “ 'Lcoa .
] cota el 2 t J‘ x(f)ej 5 t e—/uz esea gy ) )
\J 2w e ,a 7'nin kat1 degilse
= x(t) ,o 27'nin kat1 degilse (3.7
x(-t) S(a + ) 27'nin kat1 degilse

KFD’{imiiniin hesab1:

1- Bir ¢urp ile carpma

2- bir Fourier doniistimii (argumani csca ile modiile olmus)
3- Bir baska ¢orp ile carpma

4- bir karmasik genlik degeri ile carpma

adimlarini igermektedir.

Cirplarin sabit bir genligi olmasi, KFD’nin varligi hakkinda daha genel seyler
sOylemeye imkan verir. Eger x(z) sinyali L;, L, uzayinda tanimli ise veya da
genellestirilmis bir fonksiyonsa bu sinyalin bir ¢irp ile carpimi da L;, L, uzayindadir
veya da genellestirilmis bir fonksiyondur. Bu nedenle x(z) sinyalinin KFD’si bu

sinyalin Fourier doniisiimiiniin gegerligi oldugu her yerde gegerlidir.

Baslangicta, (3.2)- (3.7) esitlikleri ile verilen ve yapilacak bir KFD tanimimin saglamasi
gerektigi belirtilen Ozellikleri, (3.7) ile yapilan tanimin sagladigi kolaylikla
gosterilebilir. 1. ozellik, tanimdan kolaylikla goriilmektedir. 2. 6zellik, o =7/2 igin
K, 'nin Fourier doniisim ¢ekirdegiyle cakismasinin bir sonucudur. 3. ozellik, (3.4)

kullanilarak su sekilde dogrulanabilir:
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() =Xo(u)

Y, (@)= [ Ky, [ x(t) K,(t,u) - dt du (3.8)
= [Tty [ TKyn2) K, (tu) - di du (3.9)
= I_:x(t) K, ,(t,7) - dt (3.10)
= Xap(@). (3.111)

Son olarak, 4. 6zellik, daha once de belirtildigi gibi 2. ve 4. 6zelligin bir sonucudur.

Yine bu 6zelliklerden yararlanarak o dereceli KFD’nin tersi, (TKFD), kolaylikla

x(t) =" K (tu) X, (u)du (3.12)

seklinde elde edilir. (3.12) esitliginden AFD’nin x(#) sinyalinin K _(¢,u)temel
fonksiyonlar1 cinsinden (u#, bu temel fonksiyonlar kiimesini tarayan parametre olmak
iizere ) ifade etmekten ibaret oldugu seklinde bir yorum yapmak miimkiindiir. (3.12)’ye
gore, bu temel fonksiyonlar, bir birlerine diktirler ve farkli u degerleri i¢in sadece

zamanda Oteleme ve u’ya bagli bir faz terimiyle farklilik gdstermektedirler. Yani :

K, (t,u)=ce ~j% tma K, (t—useca,0) ) (3.13)

(3.5) ile verilen doniisiimii e (n tamsay1), ile carpilirsa 1- 4. dzelliklerinin

saglandig1 goriiliir. Bu noktada ilgi c¢ekici bir soru “ (3.5) ile verilen doniisiim, 1-4.
ozelliklerini saglayan tek doniisiim miidiir?” Sorusudur. Bu sorunu cevabi “hayir” dir.
[74]’da AFD operatoriiniin 6z fonksiyonlar1 elde edilmis , farkli 6z fonksiyonlar ve 6z
degerler almarak farkli AFD tanimlarmin yapilabilecegi gosterilmistir. Yine ayni

calismada, bu bolimde tanimi verilen AFD c¢ekirdeginin, 6z fonksiyonlar1 olarak
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Hermite-Gaussian fonksiyonlarinin alinmasi sonucu elde edilebilecegi gdsterilmis ve
bu doniisiim ¢irp tipi kesirli Fourier doniisiimii olarak adlandirilarak smiflandirilmastir.
(3.3) ve (3.6)lin Hermite-Gaussian fonksiyonlar1 tizerinden denk tanimi (3.14),(3.16)
‘de verilmistir. Aslinda daha 6nceki yillarda (1980) Hermite-Gaussian fonksiyonlarmin
AFD ¢ekirdeginin 6z fonksiyonlar1 oldugu ve bu sekilde fonksiyonlar araciligiyla elde
edilen (3.16)’tn , (3.7) ile denkligi [70]’de gosterilmistir. Ancak daha Once de
belirtildigi gibi “bu tanim tek midir? Yoksa pek c¢ok tanimdan birt midir?” sorusuna
2000 yilinda yaymlanan, [74] referansinda belirtilen c¢alismaya  kadar cevap
bulunamamaistir. Son olarak bu konuda 6zetle su sdylenebilir: Bu zamana kadar yapilan
arastirmalar ve bir ¢cok alandaki uygulamalar gostermistir ki bu boliimde tanimlanan
KFD digerleri arasinda en “dogal” olanidir ve yeni bir 6z fonksiyon kiimesi lizerinden

daha kullanigh bir tanim yapilana kadar da boyle kalacaktir.

H_.(t) :;1/2 hn(i) e—(,i/zgz)
(2”n/ \/;G) °
(3.14)
(H,,(t) m. Dereceden birim varyansli hermite-Gaussian
fonksiyonu)
K, (tu)=> H,(t)H,(u). (3.15)
n=0
X, (u)=[" K, (tu)x(t)dt
(3.16)

_ ni;H,,(u)(e-f"“ [ Hn(t)x(t)dt)'

KFD’iimiiniin baz1 o6zellikleri asagidaki tablo-III.1°de verilmistir. Bu o6zelliklerin

ispatlar1 [70,71,75]’de bulunabilir.
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Tablo-3.1 KFD’iiniin bazi 6zellikleri goriilmektedir.

Isaret a agistyla yapilmis KFD’i

1 x(t _T) jﬁsinacosa—jursina
X,(u—-tcosa)e ?
2 x(¢ ejw 'ﬁsinacosa— juvsino
© Xa(u—vsinot)e/2 ’

3 x'(e) X' (u)coso + juX, (u)sina
4 s £

jx(t dt secae 2 X (z)el 2 dz eger (a —"/, ) n'nin kat1 degilse

a * 2

eger (a —7/,) n'nin kat1 ise klasik Fourier 6zelligi uygulanir
2
5 w(r) uX,(u)cosa + jX', (u)sinc
6 x(ty ju—cota “® —jicota . .
t —jsecae ? J.x(z)e 2 dz eger a, n'nin kat1 degilse
7 x(-1) X, (-u)
8 x(ct) | juz " [1 COSZB]
_ t —cota| 1- m ] L
ﬂ& e’ ’ Xp(u SH_lB ), esitlikte B = arctan(c” tan )
¢’ —jcota csino
Parseval bagintist:

[ x@)y @)t =] X, @)Y, @wdu (3.17)

Enerjinin korunumu:

T|x(t)| dt = T|Xa (w)| du

(3.18)

Parseval esitligi ve enerji koruma o6zelligi KFD’nin birim dik temel fonksiyonlar

iizerinden tanimlanmasinin bir sonucu olarak da goriilebilir.

Fourier doniigiimiiniin enerji koruma o6zelligi sebebiyle bir sinyalin Fourier

doniisiimiiniin genlik karesi ,

X ((o)|2 bu sinyalin enerji izgesi olarak adlandirilir ve

sinyalin farkl frekanslardaki enerji dagilim olarak yorumlanir. Sezgisel olarak daha az
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‘nin, x(t) sinyalinin kesirli enerji izgesi olarak
y

anlamli olsa da, |Xa (u)

adlandirilmasma ve sinyalin enerjisinin farkh ¢irplar, K, (¢,u) , lzerindeki dagilimi

olarak yorumlanmasina imkan vermektedir.

Eger x(t) gergel bir sinyal ise, daha once verilen g¢ekirdek 6zelliklerindeki ikinci
ozelligin bir sonucu olarak asagidaki esitlik ek bir 6zellik olarak yazilabilir.

X ()= X:(@u). (3.19)

Ancak burada hemen belirtmek gerekir ki Fourier doniisiimiiniin tek ve ¢ift sinyaller
icin gecerli olan simetri 0zelligini herhangi bir o agisina sahip KFD’ye genisletmek
miimkiin degildir. Bunun sebebi KFD’sinin genel olarak gercek bir fonksiyon

olmamasidir.

3.1.2. Kesirli Fourier Serisi
Periyodik bir isaretin frekans izgesi darbe dizilerinden olusmaktadir. Bu bize isaretin
Fourier serisi aciliminin yolunu gosterir. Fourier serisi (FS) acilimi asagidaki sekilde

tanimlanmustir [75].

x(t)= Y Ce™™ (3.20)

Burada x(z)‘ ile periyodik bir isaret veya T siireye sahip sinirli bir isarettir.

o, =(2n /T).FS agilimmin katsayilar1
c -1 j x(t)e " dt (3.21)
n T T .

Seklinde hesaplanir. Burada n=-c,...,-1,0,1,...,00. FS a¢ilim1 stirekli zamanl1 iki g¢esit
isarete uygulanabilir.[75]. Bunlardan bir tanesi sonlu bir araliktaki [0,7] periyodik
olmayan x(z) isaretidir temsil eder. Bu durumda, [0,7] aralig1 disinda Fourier serisi
periyodik x(?) isaretine yakmsar. x(z+n7T), n=%1, +£2,... . FS acilimmni herhangi bir
periyoda sahip periyodik bir isaret i¢in kullanilabilir.
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Kesirli Fourier serisini (KFS) bulabilmek i¢in dncelikle ikilidik tabanlar1 bulmaliyiz.
Klasik FS durumunda taban fonksiyonlar1 Fourier domain’inde birim darbeler sekline
sahip olan siniisoidal fonksiyonlardir. Ayn1 notasyonu KFS tabanlarmini bulmak icin

kullanabiliriz. o parametresine sahip bir darbe fonksiyonun o(¢#—nt,) kesirli Fourier

domain’indeki gosterimin orjinal zaman gosterimi:

KFS_OO[g(t_ntO)] — 1+‘£C0tae—j((t2+(nt0)z)/2)c0ta+j(nt0)tcsca (322)
u T

KFS’in taban isaretlerinin tanimlanmasinda asagidaki yap1 kullanilmistir

q)a \ (l‘) = 1+‘£$tace—j((tz+(nt0)z)/2)c0toc+j(nt0)tcscoc (323)

tp’a kesirli fourier domaininde merkez frekansi adi verilir. KFS’in taban fonksiyonlar1
periyodik olmayan bir ¢curp fonksiyonudur ve periyodik olmayan sinyallerin toplami
periyodik bir toplam vermezler; bu yiizden KFS sonlu isaretlere uygulanabilir. KFS’inin
taban isaretleri belirlendikden sonra, [-(T/2),(T/2)] araliginda iki taban isaretini entegre
ederek hesaplayabiliriz, bu bize (3.24) ve (3.25) daki ikilidiklik kosulunu kontrol etme

sansi verir.

T/2 (T/2)csca

* _ L J((nt,)* =(mt,)*)/2)cotar J(m=m)tel 77
o, OO0, O)dt=—e e dt (3.24)

—(T/2) 27[ —(T/2)csca

T csca ..

,m=n 1¢Iin

_] a7 3.25
B 1 J(((nt Y2 —(mt,)*)/2)cota —j(m—n)ty(T/2)csca Jj(m—n)ty,Tcsco ( ) )

—e" o e 0 X {e 0 —1} ,M#EN

J2rn(m—n)t,

burada 7 =tcsca. Eger ®,,’in ikilidiklik sartin1 saglamasinin istiyorsak, (3.25)
denkleminin sag§ yanin m#n igin 0 olmas1 gerekmektedir. Bu kosul ancak

t,=2m (sina/T )iken saglanir. KFS’inin ortonormal tabanlar1 olan (d)a,n)’i bulmak

i¢in her bir @g,'1 [T csca/(27) *a bdleriz.
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q~) (f): q)a,n(t) _ Sil’la+jc0sa e—j((t2+(n(27r/T)sina)z/2)c0ta+jnt(27r/T)
o Tcsca  \ T (3.26)

2r

Burada n=-oo,...,—1,0,1,...,00. Bdylece {...,&) o d)a,],...} seti orthonormal

a,—1? a,0°
bir kiime olustururlar. Bu taban isaretlerinin anlik frekansini, bunlarin fazlariin tiirevini

alarak elde edebiliriz. Bunu yapacak olursak, degeri
2r
o, ,(1)=—tcota +n7 (3.27)

seklinde bulunur. (3.27) ifadesinden her bir taban isaretinin ¢irp oranmi (—cota ) ile
orantili olan ¢irp sinyali oldugu agik¢a goriiliir. Sonlu bir igaretin KFS ac¢ilimi, bu
isaretin ¢irp bilesenleri cinsinden gosterimi olarak yorumlanabilir. Klasik Fourier serisi
KFS’inin o =n/2o0lmast durumuna esit oldugu ve FS taban sinyallerinin
harmoniklerininde zaman frekans diizlemindeki yatay c¢izgilere denk diistiigli goriiliir.

Sonlu bir uzunluga sahip x(?) isaretinin KFS asagidaki sekilde yazilabilir

x=3 C, &, ()

) {sma + jcosa .e—j((t2+(n(27r/T)sina)z/2)c0ta+jnt(27r/T) (3.28)
heoo T

Il
MS
O

t €[-T/2,T/2], burada C,,’e aacih KFS acilim katsayis1 adi verilir. KFS agilimi

katsayilar1 igaret ile ¢irp taban isaretinin i¢ ¢arpimi seklinde elde edilir.
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T/2

C..= [ xd,, ®at

a,n
—(T/2)

- : T/2
_ ,sma — JCosQ j x(t)ej((tz+(n(27r/T)sina)z/2)c0ta—jnt(2ﬂ/T)dt (3.29)
T —~(T12)

KFS ac¢ilimi [-(T/2),T/2] araliginda periyodik olmayan isaretlerin gosterimi ic¢in

kullanilabilir.

Tablo3.2’de KFS’inin 6zellikleri verilmistir. Bu tablo KFD’iin deki Tablo 3.1 6zellikleri
ile karsilastirilacak olursa, benzer 6zelliklere sahip oldugu goriiliir. Fakat Tablo 3.3’de
gosterildigi gibi FS ve KFS’inin 6teleme ve modiilasyon 6zellikleri bazi kisitlamalara

sahiptir.

KFS’inin a¢ilim katsayilar1 x(z) 'nin KFD iiniiniin 6rneklenmesi ile elde edilebilinir.

C,,= ,/MNa (nz—ﬂsina] (3.30)
’ T T

C,..» x(t) isaretinin KFS’i a¢ilmmin katsayisidir. N, (), x(t) isaretinin KFD’iimiin
katsayilaridir. (3.30)’den goriilecegi tizere ornekleme araligi T’ye bagl oldugu kadar
o acismada baghdir. KFS’inin hesaplama araligi sonsuza yaklastiginda, KFS’inin

katsayilar1 sifira yakinsar. Bu yiizden T’nin hesaplama araligi sonsuza yaklastiginda,

KFS’i KFD’iine yakisar.
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Tablo 3. 2 KFS’inin 6zellikleri

Ters islem KFS[x(-)]= C, .,
Eslenik islemi KFS[x*(t)]Zj Ciorn
Oteleme 2 ,
Zriano , k tamsayidir. 7, =27 sina /T
jisina cos o — jntyT sina
KFS[x(t-7)]=C, , e °
MOdulasyon ) —j(mto )’ sina cosa— jmntg cosa
KFS[ x(¢)e’ |=e = 2 o (rmsing)
ty=2nsina /T, ve (n-msina)tam sayidir
C)lgekleme . . j(nto)2 cotf 4 sin’p
1_ 7(6_,2 )C,n
KFS[x(ct)]Z\/E s%noc : jeota o 2 il P
sinf8\c”— jcota
B =tan"'(c’ tana), t, =2msina /T
KFS[x(ct)]’in merkezi frekansi ¢, = 27 sin B/ T *diir
Parseval o #mr vem tam sayidi, " |C, , ['=[|x(t) [ dt
T
Tablo 3. 3 FS ve KFS’nin 6teleme ve modiilasyon kisitlamalari
Oteleme Ozellig Modiilasyon Ozelligi
KFS x(t-1) x(1)e""
=k(27/T).tana, k tamsayr | v=k(27/T), k tamsay1
FS x(t-1) x(1)e""
7 keyfi v=k(27/T), k tamsay1
AKFT x(n-t) x(n)e™™
7 ve (rcosa) ikl tamsayi v=kT cota , k tamsay1
AFT X(n-t), T tamsay1 x(1)e’™ v keyf
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3.1.3. Ayrik Zamanh Kesirli Fourier Doniisiimii

Stirekli zaman kesirli Fourier doniistimii (SKFD) son yillarda dikkate deger bir ilgi
cekmis, bu ilginin sonucu olarak da optik ve sinyal isleme alanlarinda bir¢ok uygulama
sahas1 bulmustur. Daha sonra ayrik zamanl sinyaller i¢in de  kesirli bir doniisiime
ihtiya¢ duyulmasi sonucu  birgok arastirmacit SKFD’nin ayrik zamanh seklini elde
etmeye calismislar, ¢esitli yontemler onermislerdir. Bu gesitliligin sebebi, dogal olarak,
yapilacak bir ayrik zamanli Fourier doniisiimii (AKFD) tanimdan, SKFD ile uyumlu
olmasi, baska bir deyisle asagida belirtilen temel 6zellikleri saglamas1  beklentisinin

tam olarak karsilanmaya c¢aligilmasidir.

1) Uniterlik
2) Agisak toplanabilirlik
3) Doniisiim derecesi bir oldugunda AFD’ye doniisme

4) SKFD’ye yakinsama

3.1.3.1. AFD Déniisiim Matrisinin Oz Degerleri Ve Oz Ayrisimi
AFD matrisinin 6z degerleri , 6z vektorleri ve bunlara ait pek ¢ok ozellik [76] ve

[77]’de genis bir sekilde tartisilmistir. Burada sadece bazi1 6zellikler kisaca verilecektir.
AFD matrisini F ile gdsterilirse bu matrisin minimum polinomu A *-1°dir. [77,78,79].

Yani; [, N X N birim matris olmak tlizere F, (3.31) denklemini saglar.

F'=1 (3.31)

A%=1 esitliginin kokleri N >4 icin tek oldugundan, F matrisi basit ve
kosegenlestirilebilir bir matris olup , [80], 6z degerleri 1’in kokleri olan {1, -j, -1,
jy’dir. Bu koklerin  # (N, k)kathlik fonksiyonu tablo-3.4’de verilmistir. N
> 4 oldugunda 6z degerler tek olmadigindan dolayr bu durum i¢in AFD matrisinin
bircok 6z vektor kiimesi vardir. AFD matrisinin, 1, -j, -1, j 0z degerlerine karsilik,

sirastyla, dort tane , E,, E,,E, ve E, 0z alt uzaylar:1 vardir.
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Tablo 3. 4 AFD matrisinin 6z vektdrlerinin katlilig

I’in katlilig1 | -j *nin katlilig1 | -1’in kathilig1 | j’nin katlilig
N #(N,0) #(N,1) #(N,2) #(N,3)
4m m+1 m m m-1
4m+1 m+1 m m m
4m+2 m+1 m m+1 m
4m+3 m+1 m m+1 m

Tablo 3.5 AKFD c¢ekirdek matrisini 6z deger atama kural

N )

Oz vektorler
4m e, k=0,1,2, ..., (4m-2),4m
4m+1 e, k=0,1,2, ..., (4m-1),4m
Am+2 e, k=0,1,2, ..., 4m,(4m+2)
4m+3 e k=0,1,2, ..., (4m+1),(4m+2)

[81]1’de AFD matrisinin 6z vektorlerinin hesaplanmasi i¢cin bir yontem Onerilmistir,
ancak bu yontemle elde edilen 6z vektorler gercel degildir. [76]’de birbirinden farkli ve
gercel 6z vektorler elde etmek i¢in (3.31) esitligindeki gibi bir S matrisi tanimlanmaistir.
S, farkli 6z degerlere ve F matrisiyle yer degistirme 6zelligine sahip bir matris olsun. e,

bu S matrisnin A 6z degerine karsilik gelen 6z vektorii olsun. (3.32) esitligi Fe’

nin, S’nin ayn1 6z degere denk gelen 6z vektorii oldugunu gostermektedir.
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S(Fe) = F(Se) = F(Ae) = A Fe (3.32)

S matrisinin 6z vektorleri tek (biitiin 6z vektdrleri birbirinden farkli) oldugu i¢in bir S

degeri i¢cin

Fe = e (3.33)

esitligi yazilabilir. Boylelikle e, ayn1 zamanda F matrisinin de 6z vektorii olmus olur.
(3.34) esitliginde tanimlanan S matrisi simetrik ve gercel oldugu i¢in 6z vektorleri de
gercel ve birbirine dik olacaktir ki bu da F matrisinin istenen 6z vektor kiimesini

olusturmaktadir . [82].

N x N boyutlu S matrisinin 6z degerleri, N 4’{in tam kat1 olmadigi siirece tektir. N’nin
4’lin tam kat1 olmas1 durumunda iki tane 6z degerin 0 oldugu ve bu 0 6z degerlerinin

karsilagilabilecek kath tek kok oldugu gosterilmistir. [82].

2 1 0 0
1 2 cosw 1 o - 0

S=10 1 2cos2m 1 - 0 , ® =2x/N (3.34)
|1 0 0 0 - 2cos(N-Do|

3.1.3.2. S-Yontemi

3.1.3.2.1. Ayrik Zamanda Acisal Dénme Kavrami

Ayrik zamanli  kesirli Fourier  doniisiimii (AKFD)  siirekli kesirli Fourier
doniisiimiiniin (SKFD) acisal donme 6zelligini saglamalidir. Ancak, ne yazik ki ayrik
zamanli Fourier doniisiimiiniin (AFD) agisal uzantisim1  elde etmek igin  siirekli
zamandaki yaklagimi izlemek miimkiin degildir. Ciinkii ayrik (n,k) kafesi tamsay1
olmayan degerler i¢in acisal bir doniisiime izin vermemektedir. Bu noktada agisal
donmeyi saglamak i¢in ¢ekirdek matrisinin kuvvetlerini kullanma yoluna gidilmistir.

AKFD c¢ekirdek matrisinin kuvvetiyle AKFD’de donme acgis1 tam olarak ayni anlama
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gelmektedir. AFD c¢ekirdek matrisinin kesirli kuvvetiyle AFD isleminin donme agis1

arasindaki iliski asagida listelenmistir.

2a

R, =F~ (3.35)
F'=Ra (3.36)

AKFD’nin  hesaplanmasi i¢in dogrudan AFD c¢ekirdek matrisinin kuvvetlerini
kullanmak bu konuda 6nerilen ilk yontemdir., [83]. AFD’nin kesirli kuvvetleri (3.37)

esitliginden yaralanilarak hesaplanabilir.

F=oa,0F" +a,@F +a,@F +a,@)F
(3.37)

13 ik
ocl. —ZZe 2
k=1

(3.38)

Yukarida tanimlanan ¢ekirdegi sinyale uyguladigimizda x(n) sinyalinin AKFD’sini

asagidaki gibi yazilabilir.
FeIx(n)] =ay(t)x(n)+o,(t)x(—n)+o,(t)X(n)+o,(t)X(-n) (3.39)

Yukaridaki denklemde X(n),x(n) sinyalinin AFD’sini gostermektedir. (3.55) esitligine
gore x(n) sinyalinin AKDF’si dort par¢anin agisal kombinasyonundan olugmaktadir:
x(n) sinyalinin kendisi, AFD’si, dairesel olarak simetrigi ve AFD’sinin dairesel olarak
simetrigi. Bu AKDF tanimi SKFD’deki donme o6zelli§ini saglamasina ragmen bu
yontemle hesaplanan doniisiim sonuglar1 SKFD’ ile uyusmamaktadir. Ozetle, siirekli
Fourier doniisiimii ile AFD arasindakine benzer bir iliski AKDF ile SKFD arasinda
yoktur.

S-yontemi olarak nitelenen AKDF tanimi, AFD c¢ekirde§inin 6z ayrisimi temel alinarak
yapilmaktadir [76]. (3.34) esitligiyle tanimlanan S matrisi kullanilarak F matrisini 6z

ayrisimi asagidaki gibi yazilabilir.
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N-1

S = Zyk v, Vi (3.40)
k=0

F= 2 vy + 2 vy + 2wy + 2 (v (3.41)

keE, keE, keE, keE;

A, , S matrisinin 6z degeri, v, da bu 6z degere kars1 gelen 6z vektordiir. S matrisin 6z

vektorleri asagida belirtilen sebeplerden dolayr ayrik Hermite fonksiyonlari olarak
diistiniilebilir:

1) S matrisin 6z vektdrleri ayn1 zamanda AFD ¢ekirdeginin de 6z vektorleridir.

2) S matrisin 6z vektorlerinin tamami gercel degerlidir.

3) S matrisin 6z vektorleri birim-dik bir taban olusturmaktadirlar.

3.1.3.3. Oz deger Atama Kurali

F matrisini kuvvetleri, 6z deger ayrisiminda yer alan 6z degerlerin kuvvetleri alinarak
hesaplanabilir. Ancak burada 6z degerlerin kesirli kuvvetleri konusunda bir belirsizlik
s0z konusudur. Bu belirsizlik Hermite fonksiyonlarmin  dereceleri kullanilarak
giderilebilir. S matrisin 6z vektorleri ayrik Hermite fonksiyonlar1 olarak
diistiniildiigiinden ve n.dereceden Hermite fonksiyonu » tane sifira sahip oldugundan,
S matrisinin 6z degerlerindeki isaret degisimi sayis1 Hermite fonksiyonlarmin
derecesiyle iliskilendirilebilir. Eger 6z vektorde k tane isaret degisimi varsa bu vektor 4.
dereceden ayrik Hermite fonksiyonu olarak disiiniiliip bu 6z vektore karsi gelen 6z

deger e ™* olarak atanabilir. N elemanl: bir 6z vektdr en fazla N-/ tane isaret degimine

-Jj(N-DHa

sahip olabilir. Eger N-I isaret degisimine karsilik e 0z degeri atanirsa Tablo

3.3’de yer alan AFD cekirdeginin 6z degerlerinin katlilik durumlariyla N=4m ve
N=4m+2 i¢in uyusmamaktadir. Bu nedenle N-I isaret degisimi i¢eren 6z vektor e ™*
0z degerine atanmalidir. Tablo-3.5" de AKFD i¢in 6z deger atama kurali verilmistir.

AFD c¢ekirdek matrisinin 6z degerleri belirlendikten sonra AKFD c¢ekirdek matrisi 6z

degerlerin kesirli kuvvetleri alinarak asagidaki gbi kolaylikla tanimlanabilir.
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N-1
e v, N tek ise
2a k=0
I | (3.42)
e v+ My, N giftise
k=0
x(n)sinyalinin AKFD’si ise (3.43) esitliyle hesaplanir.
X,(n) =R, x(n) = F7x(n) =V D7 V'x(n) (3.43)

X, (n)’den x(n)sinyaline stirekli zamanda oldugu gibi (- ) parametresi yoluyla

asagidaki gibi gecilebilir.

x(n) =R X,(n)=F *X,(n)=VD* V'X,(n) (3.44)

3.1.3.4. AKFD’nin Ozellikleri
1) Uniterlik: AKFD operatdrii R, AFD’nin tiniterlik 6zelligini tagimaktadir.

R =R =R, (3.45)
Baska bir degisle bu doniisiim sinyalin enerjisini korumaktadir.
1R x(n)] = |x(n)| (3.46)

2) Agisal toplanabilirlik: Once o acis1 kada sonra da B agis1 kadar donme, @ + B

kadarlik bir donmeye esittir.

R Ry =R, (3.47)

3) Zamanda ters donme:
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R, x(-n) = X, (-n) (3.48)

4) Periyodiklik:

a+2r ERa (349)

5) Simetri: DOniisiim matrisi simetriktir.

ERoz(aab) = ERo;(baa) (3.50)

7) 6z fonksiyon: SKFD’ de oldugu gibi benzer-Hermite fonksiyonlart AKFD’ nin 6z
fonksiyonlaridir.
8) Teklik-¢iftlik: Eger x(n) ¢ift ise X, (n) de cift, eger x(n) tek ise X, (n) de

tektir.

3.2. SUREKLI ZAMANLI KESIiRLi GABOR ACILIMI

Daha once agiklanan siniisoidal Gabor ag¢ilimi, sinyal analizi alaninda c¢ok c¢esitli

uygulamalarda basartyla kullanilmistir [42,43,44,62]. Taban islevleri 4, ,(z) sabit bir

h(t) pencere fonksiyonunun zamanda esit araliklarla 6telenmesi ve diizgiin araliklarla
siniisoidal modiile edilmesiyle elde edilir. Bunun sonucunda ZF diizleminde diizgiin ve
dikdortgen bir bir 6rnekleme kafesi kullanilmis olur. Sekil 3-2 bdyle bir 6rnekleme
kafesini gostermektedir. Ancak ¢oziimlenmek istenen sinyal, boyle sabit genisligini ile
modellenemiyor ise (siniisoidal bilesenlerin toplamindan olusmuyor ise) bu sinyalin
Gabor gosterimi yetersiz bir ZF yerellesmesi sergileyecektir. Ciinkii, sinyalin
gosteriminde gereginden fazla Gabor katsayisi kullanilacaktir. Pratikte karsilasilan
bir¢ok sinyal (ses, miizik, biyolojik, sismik, makina titresimleri vs.) zamanla degisen
frekans 6zellikler1 gosterir ve bu sinyaller siniisoidal Gabor analizi i¢in uygun degildir.
Duragan olmayan sinyallerin Gabor analizinde ZF yerellesmesini arttirmak amaciyla
taban islevleri sinyalin zamanla degisen frekans karakteristigine uyumlu yapilmaktadir

[43,84,85,86]. Bu yontemlerin bir ¢cogunda sinyali en 1yi temsil eden taban islevlerini
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bulabilmek i¢in ¢ok sayida deneme yapilarak bunlar arasindan se¢im yapilmaktadir.

Dolayisi ile ¢ok uzun ve zaman alic1 hesaplamalar gerekmektedir.

[ ]
[ ]
.
i

Sekil 3.2 Siniisoidal Gabor ac¢iliminda kullanilan ZF diizlemi boliitlemesi

Bu béliimde, taban islevleri kesirli Fourier serisi (KFS) [75,87] yardimi ile elde edilen
kesirli Gabor agilimi onerilmektedir. Bu taban islevleri ile ZS diizlemi paralelkenarlar
bigiminde boliitlenmekte ve bunlarin kose noktalar1 Sekil 3.3'de verilen 6rnekleme
kafesini olusturmaktadir. Stirekli zamanli bir x(t) sinyalinin ZF analizi i¢in Kesirli
Gabor Acilimi asagida verilmektedir. Klasik Gabor agilimindaki siniisoidal kernel

yerine, kesirli Fourier doniistimii kerneline benzer [75] taban islevleri kullanilarak, x(t)

sinyalinin kesirli Gabor acilimi

x)=Y Ya,, .h, . @ mk=0,%1, +2, ... (3.51)
m k

elde edilir burada /# , (¢)taban islevleri,

m,k o

b, ..)=h(t—mTW, (1)  o<g<2n (3.52)
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ve siniisoidal olmayan kernel,
W, (t)=exp {i[—%(t2 +(kQsina)’) cota + kQt]} (3.53)

Burada 7 zamanda oteleme ve Q2 frekans ornekleme araligini gostermektedir. Klasik
Gabor’da oldugu gibi kayipsiz bir gosterim i¢in Ornekleme hiicreleri su kosulu
saglamalidir: Q7<2zx. QT=2n kritik 6rnekleme ve Q7<2rx fazla 6rnekleme olarak

adlandirilir. (3.53) kesirli ¢ekirdekten olusturulan 4

m,k o

(¢) taban islevinin anlik frekansi

(3.27)°de gosterildigi gibi dogrusaldir. Sekil 3.3’de gosterilen, bu { /4

m,k o

()} kesirli

taban fonksiyonlar1 ZS diizleminde paralelkenarlar olustururlar, ve kdse noktalar1 kesirli

diizlemdeki 6rnekleme noktalarint tanimlar.

Y RS
. i Y
. e

KY e

RS e

Y

e
Y

e

Sekil 3.3 Kesirli Gabor aciliminda olusturulan ZF diizlemi béliitlemesi
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Kesirli Gabor katsayilar1 a, , , daha dnce oldugu gibi i¢ ¢arpim ile elde edilebilir:

A, =<X(0).7,,,O)>= [y, (O)dt (3.54)

burada y . (¢)analiz islevidir.

m,k o

Yoia )=y —mT)W, () (3.55)

olup klasik Gabor agiliminda oldugu gibi 4, (¢) sentez islevlerine dik olarak

bulunacaktir. o :% oldugu durumda (3.51) esitligi

x(t)=X>a _h(t-mT) exp{i[—l(t2 +(kQsina)*) cot o + kQt]}
m ko mk 2
(3.56)
= ZZa ) LNt —mT)exp ik}

haline gelir ki bu klasik Gabor ac¢ilimidir [39]. Burada 6nerilen kesirli Gabor agiliminda
verilen x(n) isareti icin a kesirli VU diizleminde yeni bir gosterim elde edilmektedir. Bu
diizlem, kesirli zaman ve kesirli frekans eksenleri ile olugsmaktadir. Sekil-3.4 geleneksel
Zaman-Frekans diizleminde Gabor katsayilar1 [a,, ] matrisini gostermektedir. Sekil 3.5
ise, a kesir derecesi kadar donmiis, VU diizleminde hesaplanacak olan [a,,,] katsay1

matrisini vermektedir.
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A m
v
NN,
Kesirli ACIE
Zaman
i U
Kesirli
Frekans
> k
Frekans
adimu

Sekil 3.4 Geleneksel Zaman-Frekans diizleminde Gabor katsayilari

Kesirli
Zaman

u

Kesirli
Frekans

» k

Frekans
adimi

Sekil 3.5 a kesir derecesi kadar donmiig, VU diizleminde hesaplanacak olan [a,, ] katsayi
matrisini vermektedir.
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3.2.1. Taban Kiimesinin Tamhg:
{h, .. ()} taban islevinin kiimesinin tam oldugunu géstermek igin (3.54) esitligi (3.51)

ifadesinde yerine konur

w0=% B [y @m0 im0

m

) - (3.57)
= [ x(t)dt'y ;h(t—mT)V*(t'—mT)Wa,k O, (1)
esitligi bulunur ve tamlik kosulunun saglanabilmesi i¢in gerekli kosul:
S Th (07,0 =80-0) (3.58)

Yukardaki formulde, (3.55) ve (3.52) deki agik ifadeleri kullanirsak (3.58) ifadesi

> Zh(t—mT)exp{j[—l(t2 +(kQsina)*) cotor + kQt]
m 1 2 (3.59)
xy (t'-mT) exp{—j[—a(f2 +(kQsina)*)cota +kQt |=5(t—t)

elde edilir. Sonu¢ olarak {4,  (z)} kimesinin L,(R) uzaymnda bir taban

olusturabilmesi i¢in
‘o 1, . : ‘
> S h(t-mT)y (¢ —mT)exp{j[E(tz —t*)cota + kQ(t —t)}} =5(t —t) (3.60)
m k
m,k=+1, £2,..., denkleminin saglanmas1 yeterlidir.

3.2.2.1. Taban Kiimesine Ait Kesirli Diklik Kosulu
Kesirli ikili-diklik kosulunu yukardaki (3.60) ifadesinden bulabilmek i¢in

S h(t—mT)y (f —mT)exp {/B(ﬁ —tz)cota}}Zexp{ij(f ~)}=8(-1) (3.61)
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Yukaridaki £ toplamina Poisson toplam kurali uygulanarak,
Y exp{ jkQ(t —1)} =X T,5(t—1 —kT,) (3.62)
K k

Bu esitlik (3.61)’de yerine koyarsak

S h(t-mT)y (t —-mT)exp {jB(ﬁ —tz)cota}}ZToé(t—f —kT)=56(@—-t) (3.63)

olur. Burada T} = %T dir. t’=t-kT, degisken doniisiimii yaparak denklemi diizenleyecek

olursak,

ZTocS(t—t‘ —kﬂ))[Zh(t—mT)y*(f —kT, —mT)Jexp{j%((t—kTO)z —t2)cota} =58(t—t)
(3.64)

m toplamina Poisson toplami asagidaki sekilde uygulanirsa

S h(t—mT)y (£ —kT, —mT) = %zeﬁ"%’ [h(ty (t=mT)e "™ dt*  (3.65)
m JT m i

olur. Burada Q= 2?” olarak tanimlanmistir. Yukardaki ifade (3.64)’de yerine konursa;

j%((/—kTo)z—lz)cota Q

Y T8t —1 —kT)[[h(t")y" (t'-mT,)e " dt "] 03 e =§(t—1t) (3.66)

2

Burada

Vol OO0y (t'=mT)e "™ (3.67)

olarak tanimlanabilir. Yukaridaki denklemin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul;
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QL [r@y @™ ™ =458, (3.68)
2r ’
olarak bulunur. Burada &; Kronecker Delta olup,
1 j=0
0, = (3.69)
710 j#£0

seklinde tanimlanmistir. (3.68)’de elde edilen ikili diklik kosulu [44]’de verilen
sinlisoidal Gabor a¢ilimi kosulunun genellestirilmis halidir ve o :% icin klasik Gabor

acilimimin diklik kosuluna indirgenir.

Taban kiimesine ait kesirli diklik kosulu farkli bir sekilde de elde edilebilir. (3.59)
denklemindeki ifadeyi kullanacak olursak

jB(/Z - )cota +jl<Q(/—z)}

;;h(t—mT)y*(t‘—mT)e =58(t—t) (3.70)
buradan ikili diklik kosulunu bulabilmek i¢in,
Sh(t-mTyy (0 - mT)ejB(['Z_IZ)Cm} > "D Z§(1—1) (3.71)
k toplamia Poisson formiilii uygulanirsa,
;efm“'-” =%”;5(t—f —k%”) (3.72)

bu ifade (3.71)’de yerine konursa.

jl[u-k%”)z —12)]cota

2 . 2 > o 2_71 Y
E;h(r—mT)y (t—[m+k§}T)e ;60 t kQ) o(t—t)

(3.73)
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elde edilir. Bu denklemin saglanabilmesi igin {4 , (¢)} sentez taban kiimesi ile

{7, (D)} analiz taban kiimesi arasindaki diklik kosulu

%exp{i%[%—t}cota};h(t—mT)y* (t—[m+k%}T] =5, (3.74)

m,k=0,£1, £2, ... olarak elde edilir. a :%igin (3.74) kosulu, klasik Gabor agiliminin

diklik kosuluna doniismektedir [39]. Bu da yukarida tanimlanan kesirli Gabor
acilimiin, [90] da verilen klasik Gabor ac¢iliminin, dikdortgen olmayan zaman frekans

boliitlemesi kullanan genellestirilmis hali oldugunu gosterir.

{a,, .} kesirli Gabor katsayilarini bulmak i¢in gerekli olan y () analiz penceresi, (3.74)

lineer denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilir. {a , } katsayilar1 (3.55)’deki

m,k o

{ Vi ()} analiz islevi yardimiyla bulunur.

3.3.1. Ayrik Kesirli Gabor Acilim

Siniisoidal taban fonksiyonlar1 kullanan klasik ayrik Gabor ac¢ilimi ve Boliim 2.5.1°de
anlatilan Cok Pencereli Gabor Acgilimi, duragan olmayan cesitli isaretlerin zaman
frekans analizine basariyla uygulanmistir. Taban islevleri 4, x(n) sabit bir h(n) pencere
islevinin zamanda esit araliklarla 6telenmesi ve diizgiin araliklarla siniisoidal modiile
edilmesiyle elde edilir. Bunun sonucunda Sekil-3.6’da goriilen ayrik ZF diizleminde
diizglin ve dikdortgen bir Ornekleme kafesi kullanilmis olur. Ancak ¢6ziimlenmek
istenen sinyal, boyle sabit genisligini ile modellenemiyor ise (siniisoidal bilesenlerin
toplamindan olugsmuyor ise) bu sinyalin Gabor gosterimi yine yetersiz bir ZF
yerellesmesi sergileyecektir. Ciinkii, sinyalin gdsteriminde gere§inden fazla Gabor
katsayis1 kullanilacaktir. Pratikte karsilagilan bir¢ok sinyal (ses, miizik, biyolojik,
sismik, makina titresimleri vs.) zamanla degisen frekans Ozellikleri gosterir ve bu
sinyaller siniisoidal Gabor analizi i¢in uygun degildir. Duragan olmayan sinyallerin
Gabor analizinde ZS yerellesmesini arttirmak amaciyla taban islevleri ¢irp ile modiile
edilmekte, veya sinyalin zamanla degisen frekans karakteristigine uyumlu yapilmaktadir

[43,84,85,86]. Bu yontemlerin bir ¢cogunda sinyali en 1yi temsil eden taban islevlerini
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bulabilmek i¢in ¢ok sayida deneme yapilarak bunlar arasindan se¢im yapilmaktadir.

Dolayisi ile ¢ok uzun ve zaman alic1 hesaplamalar gerekmektedir.
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Sekil 3.6 Ayrik Gabor agiliminda kullanilan diizgiin ve dikdortgen Ornekleme kafesi

Son yillarda kesirli Fourier doniisiimii (KFD) [75,88], kesirli Fourier serisi [87],
KFD'nin sayisal olarak hesaplanmasi ve uygulamalar1 [89,90], ayrik zamanli KFD [91]
tanim1 lizerinde yogun caligmalar yapilmaktadir. Ayrica Gabor ac¢iliminda kesirli taban

fonksiyonlar1 kullanan yeni sinyal gdsterimleri de tanimlanmustir [92].

Bu boliimde ise, ayrik zamanli sinyallerin zamanla degisen frekans bilesenlerinin
yiiksek ¢oziintirliik ile temsil edilebilmesi i¢in dikddrtgen olmayan bir 6rnekleme kafesi
iizerinde, kesirli bir Gabor ag¢ilimi verilmektedir. Bu yeni a¢ilimimn taban fonksiyonlar:
kesirli Fourier serisi ve 6rnekleme kullanilarak elde edilecektir. Bu taban islevleri ile ZF
diizlemi Sekil 3.7°de verildigi gibi paralelkenarlar bigciminde bdliitlenmekte ve bunlarin

kose noktalar1 6rnekleme kafesini olusturmaktadir.
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Sekil 3.7 Ayrik kesirli Gabor agilimi ile olusturulan érnekleme kafesi

Sonlu uzunlikta veya periyodik bir x(n) sinyalini g6z oniine alalim, x(n)=xm+rN), r

tamsay1. Bu sinyalin kesirli Gabor ag¢ilimi1

S

-1K-1

Xm)y= > a,,h,, .0 (3.79)

0 k=0

=

3
Il

elde edilir burada 4

m,k o

(¢) taban islevlerti,

h,,.(n)=h(n-mLW,, (n) O0Sa<2n (3.76)

ve fz(n) sentez penceresi, /(n)’in periyodiklesmis halidir; fz:h(n+rN), r tamsay1
W, . (n)kesirli gekirdegi ise;

. ) 2r . 2 2r
(kR to+k=
Jl==(n"+( e sino)”)cota e 1

W, (n)=e (3.77)

Buradaki N,M ve L pozitif tamsayilar1t N=ML esitligini saglar. Kesirli Gabor katsayilar1

daha oncekilere benzer sekilde i¢c carpim ile elde edilir.
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a,,, =<x(n),7,,.(0)>= S X7, . (n) (3.78)

n=0

ve y(n)periyodik analiz penceresi
7 sy =7 (n=mLYW, ,(n).

y(n) penceresi agagidaki bolimde anlatilan ikili-diklik ve tamlik kosullarindan elde

edilecektir.

Simdi yukaridaki ayrik kesirli Gabor ag¢ilimini 6rnekleme ile elde edelim:
Yukaridaki x(n) isaretini elde etmek i¢in periyodik bir x(?) silirekli zamanli sinyalin
orneklenmesini ele alalim: d>0 6rnekleme adimi, Nd ise x(t) sinyalinin periyodu (N

pozitif tamsay1) olmak iizere, 6rneklenmis sinyal

(1) = dNZ'l x(m)3(t - (n+ NI)d) (3.79)

ve burada x(n)=x(nd). Ayrica x(t), h(t) ve y(¢) i¢cin gerekli siireklilik ve toplanabilirlik

kosullarmin saglandigini kabul ederek, kesirli Gabor katsayilari

a,.. =dY. Y x(n)., . (n+NI) (3.80)

I n=0

\(

Voka M) =7, (nd) (3.81)

T, d ve Q parametreleri Q 212(—7; ,T :Nﬁdolarak tanimlanabilir ki burada M, K, L've

Lypozitif tamsayillar1 N=ML=K L' kosulunu saglar. Ayrica analiz penceresi

Vore =7(n=mK)W, (n). Dolaystile {a,, | dizisi:
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a,, . = Ailx(nal)f*(nal —mL)exp {j[%((naf)2 +(k[2(—7;sina)2)cota —klz(—tl}} (3.82)

n=0

x(t) isaretinin kesirli Gabor gosterimdeki (m,k)’y1 (m’,k’) ile degistirerek ve
m =m+IM; 0<m<M-1 -0 <] <o
k' =n+ NK; 0<k<K-I -0 < N <o

kullanarak ve asagidaki Poisson toplami yardimiyla

2nnt

S et =dY 8(t—nd) (3.83)

kesirli Gabor acilimi su sekilde yazilabilir:
x(t)=d>.> a ﬁ(n—mL)ex '{—l((nd)2+(k2—nsina))cota +k2—ﬂ (3.84)
g P12 Kd Kd '

ve buradan x(n)’in ayrik kesirli Gabor agilimi elde edilir.

S
~

x(n) = a,, . h,,. (n—mL)exp {— j {%(n + (kz?ﬂsina)z)cota +k2?”}}

(=0

i
=}
=
]

Burada fzm’ vo(n—mL)= fz(n —mL)W,  (n) sentez penceresidir.
Kesirli ¢cekirdek fonksiyonuda:

! 27 27
W (n)=expl j| ——(n* +(k==sina)*)cota + k—
(1) P{J 2(" ( % )7) K}}

_ -— 1 2 :
=exp< Jj —E(n cota +m, sinacosa) + o,

1 1, .
:exp{j —E(n2 cota +§a)fs1n2a)+kwk}}
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2w .
ve o, :k% dir.

3.3.1.1. Ayrik Kesirli Gabor A¢iliminin Tamlig
{ o (n)} taban islevinin kiimesinin tam oldugunu gostermek igin (3.78) esitligi (3.75)

ifadesinde yerine konur;

x(n)=2 ( > X7 (1= mL)W, () | n = mL)W,, (n)
=X X3 x()7 (- mL)
m=0 k=0 I= (385)
—j[—§(12+(1\'?sma) Yeota+k Kl];l(n mL) Jjl= ;(nz+(/\'2?ﬂsina)z)cma+/\'2?ﬂn]
L-1 M-1K- 1% Yoot o+ k25 (n—
()Y z (n=mL)j" (I =mL)e" 2"
1=0 m=0 k=0
bu denklemden tamlik kosulunun saglanabilmesi i¢in gerekli kosul
M-1K-1 ~ - j[—l(nz—lz)cota] /\'2—”(/1—1)
h(n—mL)y (I-mL)e ? e =6(m-I) (3.86)
m=0 k=0
olarak elde edilir. Burada d(n-/) Delta fonksiyonu olup
1 n=Il
o(n—=1)= 0 nel (3.87)

3.3.1.2. Ayrik Kesirli Gabor A¢ilimimin ikili-dikligi
Ayrik kesirli Gabor ag¢iliminin analiz penceresinin hesaplanmasinda kullanilacak olan,

ikili diklik kosulunu elde etmek icin, (3.86)’daki tamlik esitligi diizenlenecek olursa,

M-l ~ -~ n?-1%ycotar ] K=1 2 n—
h(n-mL)7 (-mL)e" " " %" = 5(n-1) (3.88)
m=0 k=0

Bu esitlikteki &k toplamina, ayrik Poisson toplam formiilii uygulanarak,
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Kl (2% ()

e " =K¥ 8(n-1-gK) (3.89)

=~

=0

elde edilir. Bu yerine konacak olursa

M-l (n lz)cota]

fzn mL)y" (I - mL)e KZé(n—l—qK)zé(n—l) (3.90)

m=0

elde edilir. / = n-gK degisken doniistimii yapilarak

S

S fn—mL)7 (n—gK —mL)e 2" K S S(n—1-gK) =8(n—1) (3.91)
q=0

0

3
]

m toplamina ikinci kez Poisson toplami su bicimde uygulanabilir:

-1 L-1 2% N-1

S

h(n—mL)y (n—qK —mL) = z e’ z ()7 (1—qK)e "t (3.92)
m=0
bu son durumda esitlik su hale gelecektir
1 221 27 N- —p2El =L —(n=gk)?)cota
- IS iy (1-gK)e e T N S S(n—1-gK)=8(n—1)  (3.93)
p=0 1=0 q=0
buradan ikili-diklik kosulu
—ﬂn /[—l(nz—(n—mK)z)cota]
— Z h(n)y" (n—mk)e’ 2 =0,0, (3.94)
n=0
olarak bulunur. Burada n=n + mK degisken doniisiimii yapilarak
/k (n+mK) ok j[—l((n+mK)z—nz)cota] L
Zh(n+mK)e 7 (n)e ? :E6m6k , (3.95)
n=0

Kritik 6rnekleme durumunda L=K oldugu dikkate alinarak ve esitlikte, her iki tarafin

karmasik eslenigi alinarak,
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=

242
K
j[(an+L)cota]

1~ 2",
i (n+mKye' ' j(n)e el %5@ (3.96)

]
=}

n

0<m<L-1,0<k<L-1,0<n<N-1

seklinde diklik kosulunu elde etmis oluruz. Bu kosul, a=n/2 i¢in klasik ayrik
Gabor agiliminin ikili diklik kosuluna doniismektedir [39]. Asagida, ayrik kesirli Gabor
aciliminda kullanilan, sentez ve analiz pencereleri icin farkli Gabor Ornekleme

parametreleri ve farkli kesir dereceleri i¢in 6rnekler sunulmaktadir.

3.3.2. Ayrik Kesirli Gabor A¢ilimi Benzetimleri

Ornek 1: Sekil 3.3.1-a bir Gauss penceresi ve « :% icin ikili diklik kosulunun

¢Ozlimii ile hesaplanan analiz pencereleri verilmektedir Sekil 3.8,9,10,11. Bu analiz

penceresi kullanilarak bir ¢irp isaretinin Gabor analizi yapilmis ve Gabor izgesi

{

a,,. |2} verilmistir. Sekil 3.12

Bir sentez penceresi h(n)

0.25

0.2

0.15
>
=
c
3

0.1

0.05

0

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3. 8 Bir Gauss sentez penceresi
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Analiz penceresi y(n). L=K=16, kritik érnekleme
25

: |

|
1 Y
ol /.
|
|

\

Genlik [V]
o

05 i

.

o | |
-1.5
-2
2.5
20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.9 « :% icin Analiz pencerelesi, L=K=16 kritik 6rnekleme durumu

Analiz penceresi y(n): L=4, K=32, fazla 6rnekleme

0.03

0.025

0.02
0.015 /
0.01

0.005

Genlik [V]

-0.005

-0.01

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3. 10 a :% icin Analiz pencerelesi, L=4, K=32 fazla 6rnekleme durumu
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x 10° Analiz penceresi y(n): L=1, K=128, fazla érnekleme

1.6

1.4

1.2

Genlik [V]
—

0.8

0.6

0.4

0.2

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.11 o :% icin Analiz pencerelesi, L=1, K=128 en fazla érnekleme durumu

Bir Cirp isaretinin o = 7/2 ile Klasik Gabor spektrumu |amk|2

120

100

80

60

Zaman [n]

40

20

Frekans [rad]

Sekil 3.12 Bir ¢irp isaretinin o :% ile klasikGabor izgesi
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Ornek 2: Ayn1 sentez penceresi igin o :% ile Analiz pencereleri farkli Gabor Gteleme

parametreleri icin hesaplanmis ve asagidaki sekillerde verilmistir. (Sekil 3.13,14,15)

Ayrica ayni ¢irp isareti sonuncu y penceresi ile analiz edilmis ve kesirli Gabor izgesi

{

a

v,u,o

2} 2 (Sekil 3.16) verilmistir,

o=w/6 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n). L=K=16, kritik 6rnekleme

0.8 A

0.6

o IV
il Y]
SN L/

Genlik [V]

=)
(o))
—_

S
I

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.13 o :% ile Analiz penceresi
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a=w/6 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n). L=4, K=32, fazla érnekleme
0.03

0.025

0.02

©
o
=
o

Genlik [V]

0.01

0.005

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.14 o :% Analiz penceresi, L=4, K=32, fazla 6rnekleme durumu

x 107 a=n/6 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n): L=1, K=128

1.6

1.4

\

>
=
S 0.8
O]
0.6
0.4
0.2
0
20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.15 o :% Analiz penceresi, L=1, K=128 en fazla 6rnekleme durumu
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Ayni Cirp isaretinin a.=7/6 Kesirli Gabor spektrumu |avuql2
120
100
= 80
[72]
c
S
o
L 60
:
[0} |
40 \‘\\t ‘t
20 \“
20 40 60 80 100 120
Kesirli Zaman [v]

Sekil 3.16 Isaretin a :% ile kesirliGabor analizi

Ornek 3. o =2 icin Analiz pencereleri farkli Gabor oOteleme parametreleri icin

hesaplanmis ve asagidaki sekillerde verilmistir. (Sekil 3.17,18,19) Ayrica ayni ¢irp
} (Sekil

a

v,u,o

isareti sonuncu y penceresi ile analiz edilmis ve kesirli Gabor izgesi {

3.20) verilmistir.
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o.=m4 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n): L=K=16 kritik érnekleme

ol Ly ﬂ
M

Jo L |

Genlik [V]
/
\

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.17 o :% icin Analiz penceresi, L=K=16 kritik 6rnekleme

Genlik [V]

a=w'4 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n). L=4, K=32 fazla érnekleme

0.025
0.02

0.015 \

0.01

0.005

AN

-0.005

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.18 o :% icin Analiz penceresi, L=4, K=32 fazla 6rnekleme durumu
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x 10° o=w'4 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n). L=1, K=128

1.6

1.4

/

S
=
5

& o8

0.6

0.4

0.2

0

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.19 « :% icin Analiz penceresi, L=1, K=128 en fazla 6rnekleme durumu

Ayni Cirp isaretinin o=1/4 Kesirli Gabor spektrumu |aVUm|2

120

100

80

60

Kesirli Frekans [u]

40

2 O L

20 40 60 80 100 120
Kesirli Zaman [V]

Sekil 3.20 Ayni ¢irp isaretin o :% ile kesirli Gabor izgesi




97

Ornek 4. o :% icin Analiz pencereleri farkli Gabor oOteleme parametreleri icin

hesaplanmis ve asagidaki sekillerde verilmistir. (Sekil 3.21,22,23) Ayrica ayni ¢irp
isareti sonuncu y penceresi ile analiz edilmis ve kesirli Gabor izgesi {|am’a|2} (Sekil

3.24) verilmistir.

o=7'3 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n): L=K=16 kritik dmekleme
0.25

“\
IR
, IR

VINVA

Genlik [V]

\/

\/

U

V

20

40

60
Zaman [n]

80

100

120

Sekil 3.21 « :% icin Analiz penceresi, L=K=16 kritik 6rnekleme durumu
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a=n/3 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n): L=4, K=32 fazla drnekleme

0.025
0.02 \
0.015

0.01

Genlik [V]

0.005

-0.005

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.22 o :% icin Analiz penceresi, L=4, K=32 fazla 6rnekleme durumu

x 10°  a=n3 Kesirli Gabor Analiz penceresi y(n): L=1, K=128

1.6

1.4

. 1

>
=
|5
& 0.8
0.6
0.4
0.2
0
20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.23 « :% icin Analiz penceresi, L=1, K=128 en fazla 6rnekleme durumu
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Ayni Cirp isaretinin a.=7/3 Kesirli Gabor spektrumu |avuql2

120

100
I ‘ |
11
80 Pl o

[

60 i
i

) /%//
20 //,/

il

20 40 60 80 100 120
Kesirli Zaman [v]

Kesirli Frekans [u]

Sekil 3.24 « :% icin kesirli Gabor izgesi

3.3.3. Cok Pencereli Kesirli Gabor Ac¢ilim

Ayrik Gabor agilimmin zaman frekans c¢oziiniirliigiiniin arttirilmasi i¢in literatiirde
cesitli yontemler 6nerilmistir. Bunlardan bir tanesi, bir ana Gabor penceresinin zamanda
Olgeklenmesi ile elde edilen pencerelerin sentez penceresi olarak kullanildigi, Cok
Pencereli Gabor Ac¢ilimidir [62]. Burada ise yukaridaki bdliimde verilen ayrik kesirli
Gabor agilimi genisletilerek, ¢ok pencereli kesirli Gabor analizi sunulmaktadir. Sonlu
uzunlikta bir x(n), 0<n< N -1 isareti i¢in, ayrik zamanli kesirli ¢ok pencereli Gabor

acilimi asagidaki gibi tanimlanabilir;

I

2

1 -
=

1 M-

>

-1

a',m,k,a};[,m,k,a (n) (397)

i
0

Ngh

x(n) =

0

3
]
=
]
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elde edilir. Burada a ,, kesirli Gabor katsayilarmi, « kesir derecesini gostermek

ko

tizere h,, ,  (¢)taban iglevleri,

By (1) = hi(n—mL)W, (n) 00 <27 (3.98)

ve fz[(n) sentez penceresi daha Once oldugu gibi bir pencerenin 6lgeklenmesi ve

periyodiklestirilmesiyle elde edilir. W,  (n) kesirli ¢ekirdek islevidir;

N B} 27 . 2 2
——[n"+(k==sina)” Jcota+k=—n
Jl 2[ ( e )71 e ]

W, (n)=e (3.99)

Bu c¢ekirdek [87]’deki Kesirli Fourier Serisi (KFS) taban fonksiyonlar1 6rneklenerek
elde edilmistir. (3.97) esitlifi a =n/2 i¢in klasik Gabor agilimina doniismektedir.
M,K,L, ve L’ parametreleri klasik Gabor a¢iliminin parametreleri ile aynidir. Sayisal
olarak kararli bir ¢6zlim elde edebilmek i¢in L < K kosulu saglanmahdir. L =K kritik
ornekleme ve L<K ise fazla drnekleme durumunu gostermektedir. Buradaki Gabor

katsayilari, klasik Gabor katsayilarina benzer olarak

a,,.. =<x(n).7,,..(0)>= S x(0)7, ..(n) (3.100)

n=0
ile verilir ve buradaki analiz fonksiyonlar1 asagidaki sekildedir:

/}7[,111,/\',(1 (l’l) = 71(" - ML)VVaA (l’l) . (3 101)

7.(n) penceresi y(n)’in periyodik halidir ve fz[(n) ile y,(n) arasindaki kesirli ikili-
diklik kosulunun ¢6éziimiinden elde edilir. Her bir i 6l¢egi icin kesirli Gabor’un tamligini

bulabilmek i¢in (3.100) denklemi (3.97)’denklemine konursa
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x(n>=fz';“(§x(l>y (= mLYW. (D)) i, (n=mL)W, ()

L-1 M-1K-1 ) 27 (3 102)
— x(l) ;l[ (n _ mL)’f:k(l _ mL)e/[—E(n =1 )cota+/\'?(n—l)]
1=0 m=0 k=0
elde edilir. Buradan tamlik kosulu
“1K— ;ll (n mL)/}/ (l mL)e (n -2 cota]e/\ (IZ =) _6(}1_[) (3103)

i
=}
£
]

0

olarak elde edilir.

Analiz ve sentez taban kiimelerinin dikligi ise, yukardaki tamlik kosuluna daha

onceden olduguna benzer olarak ayrik Poisson toplami uygulanarak

N-T o~ /k (n+mK j(an+m

Zh (n+mk)e * 7.(n)e 2 =—20 0, (3.104)

0<m<L-1,0<k<L-1

bulunur.

(3.103) ve (3.104)’de verilen tamlik ve ikili-diklik kosullar1 o = 7 /2 durumunda klasik
sinlisoidal Gabor agiliminin kosullarina doniismektedir [39]. Bu bize yukardaki kesirli

Gabor agilimm, ayrik Gabor aciliminin genel hali oldugunu gostermektedir.

3.3.2. Cok Pencereli Kesirli Gabor Acilimi Benzetimleri

Ornek 1: Bu 6rnekte bir ana Gabor penceresinden elde edilen 6lgeklenmis sentez
pencereleri (i=0,1,2,3 i¢in) ve bunlara kars1 gelen ikili dik y analiz pencereleri farkl

kesir dereceleri i¢gin verilmektedir. (Sekil 3.25,26,27,28 )
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Farkli olcekteki Gauss sentez pencereleri hy(n)

0.5 ﬂ
0.4
>,
= 0.3
c
()
O
0.2
0.1
OM s
20 40 60 80 100 12
Zaman [n]
Sekil 3.25 Cesitli 6lgeklerdeki Gauss sentez pencereleri
o = w2 i¢in farkli olcekteki Analiz pencereleri yi(n)
0.1 ‘
¥ *
0.08 j; %
' %% {e‘ ‘* a@ﬁ%
) * * Y * *
0.04 *; * . % ;:
e Ny s ;
E. 002 * * ..c. ”,‘ ‘\\ .o;. N ‘?& *
= * et k Wi *
8 0 *® * T *
* * * *
-0.02 * ES * *
* * * *
-0.04 * * + *
% * * *
+ % * *
-0.06 * + ¥ %
Y f L
-0.08 B, ot e, K
K g
-0.1
20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.26 a=7/2 i¢in elde edilen analiz pencereleri
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0.07

|

0.05

0.04

Genlik [V]

0.02

0.01

-0.01

0.03

o = w4 icin farkli olcekteki Analiz pencereleri yi(n)

_v\

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.27 a=n/4 i¢in elde edilen analiz pencereleri

Genlik [V]

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

o = w3 icin farkli olcekteki Analiz pencereleri yi(n)

I

|

0.01

-0.01

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.28 a=n/3 sentez pencerelerine karsi gelen analiz pencereleri
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Ornek 2: Burada ise iki bilesenli bir x(n) isaretinin ¢ok pencereli Gabor izgesi dnce
a=m/2 ile ve daha sonra da a=n/4 ile (Sekil 3.29,30,31) verilmistir.

Iki bilesenli bir isaretin klasik Gabor spektrumu |amk|2

120 /
100
80

)
) Al
|
|

Zaman [n]
[}
o

20 i/

-3 -2 -1 0 1 2 3
Frekans [rad]

Sekil 3.29 Iki bilesenli bir isaretin klasik Gabor izgesi

Iki bilesenli bir isaretin a.=m/4 Kesirli Gabor spektrumu |aVUOL|2
120
100
= 80 ‘
T (it
X }
: |
L 60 T
= ‘1\ |
Q \
X |
40
20
-3 -2 -1 0 1 2 3
Kesirli Zaman [V]

a

v,u,o

Sekil 3.30 Bu isaretin a=7/4 kesirli Gabor izgesi, {

]
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IKi bilesenli bu isaretin o= =/4 Kesirli Gabor spektrurmu |E|mM|‘=

B0

|u] veleF

Frekans [rad]

/4 kesirli Gabor izgesi, n-w diizlemine 6telenerek

Sekil 3.31 Ayni isaretin o



Ornek 3: Kesisen iki ¢irp bilesenden olusan bir isaret ele alinmaktadir, Gabor izgesi
once a=m/2 ile ve daha sonra da a=n/4 ve a=-n/4 ile (Sekil-3.32,33,34,35,36)
verilmistir.

Kesisen iki cirp isaretinin klasik Gabor spektrumu |amk|2

120> N L

100

80
E \\ — “
c I ra il
© / ~ A/
£ 60 D
N x
40
0.5 1 1.5 2 2.5 3
Frekans [rad]
Sekil 3.32 Kesisen iki ¢irp isaretin klasik Gabor izgesi, o=nr/2
Kesisen iki cirp isaretinin a,=m/4 Kesirli Gabor spektrumu |aVUOL|2
120
100
3 80
(2]}
c
: f
X
5 \
L 60 i
B
(]
¥
40
20
20 40 60 80 100 120
Kesirli Zaman [V]

a

v,u,o

Sekil 3.33 Bu isarctin o=n/4 ile kesirli Gabor izgesi, {

]
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Kesisen iki cirp isaretinin o.=w/4 Kesirli Gabor spektrumu |amkm|2

120

100

80

60

Zaman [n]

40

20

Frekans [rad]

Sekil 3.34 a=mn/4 kesirli Gabor izgesi, n-w diizlemine Gtelenmis olarak

Kesisen iki cirp isaretinin o= - w4 Kesirli Gabor spektrumu |aVUOL|2

120

100

80

60

Kesirli Frekans [u]

40

20

-3 -2 -1 0 1 2 3

a

v,u,o

Kesirli Zaman [V]
)

Sekil 3.35 Ayni isaretin a=-1/4 ile kesirli Gabor izgesi, {
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Kesisen iki cirp isaretinin o= - W4 Kesirli Gabor spektrumu |amk0L|2
120
100
80
<
C
£ 60
N
40
20
]
-3 -2 -1 0
Frekans [rad]

Sekil 3.36 a=-n/4 kesirli Gabor izgesi, n-w diizlemine 6telenmis olarak

3.4.1. Kesirli Evrimsel izge

Daha 6nce belirtildigi gibi Zaman Frekans (ZF) analizi sinyal enerjisinin birlesik zaman
frekans diizlemine dagilimin1 veya zamanla degisen gii¢ izgesini elde etmekte kullanilan
bir yontemdir [93]. ZF analizinde ana hedeflerden biri, sinyal enerjisinin birlesik ZF
diizlemine dagilimini delta fonksiyonu yerellesmesi ile elde etmektir; ancak kestirim
yontemlerinin getirdigi kisitlamalar nedeniyle bu genel olarak miimkiin degildir. Bir ZF
analiz yontemi olan Evrimsel Izge (EI) yaklasimi rasgele duragan sinyallerin izgesel
gosterimine benzeyen, ancak zamanla degisen bir sinyal gdsterimine dayanir [57,58].
Bu Wold-Cramer gosterimine gore duragan olmayan sinyaller, rasgele ve zamanla
degisen genlik ve faza sahip siniisoidallerin birlesimi olarak gosterilebilirler [57]. Buna
paralel olarak, ayrik zamanli, sonlu uzunlukta bir x(n) isareti, zamanla degisen genlikli

sinlisoidallerin birlesimi olarak asagidaki gibi ifade edilebilir [86]:
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K-1 w2
x(n) =Y X(n,k)e' ¥ 0<n<N-1 (105)
k=0

Ayrica x(n) isaretinin evrimsel izgesi SE,(n,k):?|X (n,k)|2 seklinde verilir ve

kestirimi igin ¢esitli yontemler Onerilmistir [61,62,94,95]. EI kestirimi veya x(n)
sinyalinin modellenmesi i¢in gerekli olan X(n,k) cekirdek islevi [66]'de cok pencereli

Gabor katsayilar1 kullanilarak elde edilmistir.

Verilen bir x(n) isaretinin ¢ok pencereli kesirli Gabor agilimi ile yukaridaki ayrik
zamanli ve ayrik frekansli Wold-Cramer izgesel gosterimini karsilastirarak, i, pencere

ile hesaplanacak o kesirli ZF ¢ekirdegi asagidaki sekilde elde edilir:

1 .
—jE(nZ +(wy sina )2 )cota

Xe(mk)=3a, h(n-mL)e (3.106)
m=0

0=k

Daha sonra (3.100) esitliginde verilen ¢ok pencereli kesirli Gabor katsayilar1 ifadesi

yukarida yerine konursa

X¢ (nk)= 2| X x(1)7 (n—mL)e

M N-1 j%(12+(mksina)z)cota
m=0 | [=0

e’ } h(n—mL)

—jl(nZ +( ey sina )2 )cota
e’
(3.107)

1
j—(lz—nz)cota

(e ™ 3 h(n-mL)7, (n—mL)e"
m=0

gl

=}

=> x(Dp’ (n,l)e’™

1=

=
L

=}

bulunur. Burada zamanla degisen ve kesirli (siniisoidal olmayan bi¢cimde) modiile

edilmis pencere fonksiyonu,

1
jf(l2 —nz)cota

pi(m)=Y h(n—mL)j (n—mL)e” (3.108)

LIME

3
]
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ile verilmektedir. Dolayisiyla (3.108) esitligi, 2' dlgeginde zamana bagl ve kesirli

modiile edilmis p/(n,/) penceresi ile hesaplanan kisa zamanli bir Fourier dontisiimii

olarak yorumlanabilir. Boylece x(n) isaretinin kesirli ve ¢ok pencereli evrimsel izgesi
1
Sf(n,k):?|Xf.l(n,k)|2 i=0,1,..,71-1 (3.109)

seklinde elde edilir. Ayrica p’(n,/)penceresi isaretten bagimsiz olarak

hesaplanabilecek ve yukaridaki evrimsel izge hesab1 FFT ile kolayca yapilabilecektir.

Simdi bu kisimda, buldugumuz Izgenin, zaman frekans izgesi olarak
kullanilabileceginin gdsterilmesi amaciyla once, izgenin zaman ve frekans’daki karesel
toplaminin, isaretin zamandaki karesel toplamina esit olup olmadig1 (Enerjisinin esit
oldugu) kontol edilecek daha sonra da sirasiyla frekans ve zaman kenar yogunluklarinin

saglanabilmesi i¢cin gerekli kosullar elde edilecektir.

] N1k = i
1- Y St (o) == > | X (no ) =D | x(1)]
n,k K =0 k=0 yan
N-1 4
burada X/ (n,0,)= ZX(l)pf‘ (n,D)e ™ ise
=0
1 N-1K-1/ N-1 4 N1 . . ' o
K ( xpy (nJ)é’“’”j(Zx (pi (.1 >e]
Ki=2i=\Us =
1 N-1K-1 . . ' 4 '
=22 OF OV Y, X Pl ey (e
n=0 k=0

KS(I-1)

\

2 x(Dx' () =) | x(H[* = E,

bunun i¢in gerek yeter kosul
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=

—1K-

pE(n,Dp (n,1)e D = K§(1-1)

k=0

(3.110)

i
S

dur.

2- Siklik Marjinali %ZJ X (n,0,) £% | X(w,)| midir.

Burada X (w,) = zn x(n)e’*" | x(n) isaretinin ayrik zamanli Fourier doniisiimiidiir.

A N-1 ,
z"(z"@l’f‘ WJ)@"””](Zx* Op (nl e ]
=0 =
S 4 Y * jool 'S * '
S x0e Y X e Y pt () (nl ) =
=0 =0 n=0

N-1
X (@)X (@)Y pf(nDpi (10 =X ()]
n=0
bunun i¢in kosul

N-1
> pl(n)pl(n,l)=1  Y,LIE[0,N-1] (3.111)
n=0

N | ? 1
3- Zaman Marjinali ?ZJ X (n,0,) =|x(n)[" midir.

N-1

%zk (Z x()p (n,l)e” "™ ](2 X (Dp® (n,1)e ™ ]

ZZJZJ' x(l)x*(l)%zkpf‘ (n,I)Pf*(n,lv)ejwk(l"lv)
- ZIZI' x(l)X*(l)%zk pla (l’l,l)pla*(n’[')g(l' —l)

szl x(D) [ |pf(n,1)
=[x(m)f

S(I' =1)=5(n-1) 0<n<N-1
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olmasi i¢in kosul

|p(n, D] =8(n-1) (3.112)

olarak elde edilebilir. Asagida bu yontemin c¢esitli isaretlere uygulanmasi ile elde edilen

zaman frekans izge analiz benzetimleri verilmistir.



113

3.4.2. Kesirli Evrimsel izge Benzetimleri

Ornek 1: Oncelikle yukarida tanimlanan zamanla degisen ve kesirli modiile edilmis
pn,l) pencereleri farkli kesir dereceleri icin hesaplanmis ve verilmistir. Sekil 3.37
o=mn/2 i¢in hesaplanan p(n,/) penceresini n=32,64,96 anlar1 i¢in vermektedir. Sekil
3.38’de ise bu pencerelerin klasik Gabor izgeleri verilmektedir. Goriildiigii gibi taban

fonksiyonlar1 ZF diizleminde sabit @ =0 frekansli siniisoidal fonksiyonlardir.

o = m/2 icin p(n,l) penceresi, n=40,64,96
0.01
0.005
0 -
20 40 60 80 100 120
0.01
0.005 /\
0 /
20 40 60 80 100 120
0.01
0.005 /
0
20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.37 a=-1/2 i¢in hesaplanan p(n,/) penceresi
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Frekans [rad] Frekans [rad]

Frekans [rad]

o = m/2 icin p(n,l) penceresinin ZF spektrumu, n=40,64,96

20 40 60 80 100 120

20 40 60 80 100 120

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.38 Yukardaki pencerelerin klasik Gabor izgeleri
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Ornek 2: Sekil 3.39° da p(nl) penceresi o=m/3 i¢in yine n=32,64,96 anlarinda
goriilmektedir. Ayrica bu pencerelerin klasik Gabor izgeleri Sekil 3.40°da verilmektedir.
Taban fonksiyonlarinin ZF diizleminde m/3 kesir derecesi kadar donmiis ya da ¢irp ile

modiile edilmis olduklar1 goriilmektedir.

a=m/3 icin p(n,l) penceresi n=32,64,96

0.01

-0.01

0.01

-0.01
20 40 60 80 100 120
0.01
0 Av/\\/\U v/\vA
-0.01
20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.39 p(n,]) penceresi o=-7/3 , n=32,64,96
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Frekans [rad] Frekans [rad]

Frekans [rad]

a =73 icin p(n,l) penceresinin ZF spektrumlari n=32,64,96

20 40 60 80 100 120
20 40 60 80 100 120

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.40 Yukardaki isaretin Gabor izgesi
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Ornek 3. Sekil 3.41 de p(n, 1) penceresi a=n/4 igin n=32,64,96 anlarinda goriilmektedir.
Bu pencerelerin Gabor izgeleri Sekil 3.42°de sunulmustur. Bu taban fonksiyonlarinin
ZF diizleminde m/4 kesir derecesi kadar bir doniis yaratacaklar1 yani VU diizlemini

tanimlayacaklar1 sekilden anlasilmaktadir,

o =4 icin p(n,l) penceresi n=32,64,96

0.01

Loonl
WV

-0.01

20 40 60 80 100 120
0.01

. i /\AM
Akl

001 20 40 60 80 100 120
0.01
0 il
AT
001 20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.41 p(n,l) penceresi, a=n/4, n=32,64,96
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Frekans [rad] Frekans [rad]

Frekans [rad]

a=m4 icin p(n,l) penceresinin ZF spektrumlari n=32,64,96

e
s
20 40 60 80 100 120
20 40 60 80 100 120
20 40 60 80 100 120

Zaman [n]

Sekil 3.42 a=n/4 i¢in p(n,l) pencere ZF izgesi
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Ornek 4: Kesirli evrimsel izgenin hesaplanmasinda kullanilacak olan zamanla degisen
ve ¢irp ile modiile edilmis p(n,l) penceresi Sekil 3.43’de a=n/6 i¢in n=32,64,96
anlarinda goriilmektedir. Bu pencerelerin Gabor izgeleri Sekil 3.44’de verilmistir. Bu
taban fonksiyonlarmin ZF diizleminde 7/6 kesir derecesi kadar kadar donmiis ya da ¢irp

ile modiile edilmis olduklar1 goriilmektedir.

o= 16 icin p(n,l) penceresi n=32,64,96

0.01

. A
y YU

-0.01

0.01

-0.01

0.01

-0.01

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.43 a=7/6, n=32,64,96 i¢in p(n,]) pencereleri
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Frekans [rad]

1
N

Frekans [rad]

1
N

Frekans [rad]

N

o

N

o

N

o

1
N

a=1/6 icin p(n,l) penceresinin ZF spektrumlari n=32,64,96

20 40 60 80 100 120
20 40 60 80 100 120
20 40 60 80 100 120

Zaman [n]

Sekil 3.44 a=n/6 i¢in p(n,l) penceresinin ZF izgesi
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Ornek 5: Bu 6rnekte ise kesirli evrimsel izgenin hesaplanmasmda kullanilacak olan
zamanla degisen ve ¢irp ile modiile edilmis p(n,/) penceresi a=-n/4 i¢in hesaplanmis ve

Sekil 3.45°da n=32,64,96 anlarinda verilmistir. Bu pencerelerin Gabor izgeleri Sekil
3.46’de verilmistir.

o= -4 icin p(n,l) penceresi n=32,64,96

0.01
0 AVAU
-0.01
20 40 60 80 100 120
0.01

-0.01

0.01

-0.01

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.45 a=-71/4, n=32,64,96 i¢in p(n,l) pencereleri
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Frekans [rad] Frekans [rad]

Frekans [rad]

a=-w/4 icin p(n,l) penceresinin ZF spektrumlari n=32,64,96

20 40 60 80 100 120

20 40 60 80 100 120

20 40 60 80 100 120
Zaman [n]

Sekil 3.46 a=-71/4, n=32,64,96 i¢in p(n,l) ZF izgesi
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Ornek 6: Farkl1 agilara sahip (7/4 ve 37/8) iki ¢irp bilesenden olusan bir isarete, kesirli
evrimsel izge analizi uygulanmustir. Oncelikle bu isaret a=nr/4, L=4, K=128, I=4 ile
analiz edilmis ve evrimsel izge kestirimi Sekil 3.47°de verilmistir. Daha sonra ayni
isaret a=3n/4, ve L=4, K=128, I=4 ile analiz edilmis ve evrimsel izge kestirimi Sekil
3.48°de gosterilmistir. Goriildiigli gibi a kesir derecesi ile uyumlu olan bilesen yiiksek
ZF c¢ozinirligi ile temsil edilebilmistir. Ayrica enerjisi normalize edilmis p(n,/)
penceresi kullanilarak elde edilen kesirli evrimsel izge, isaretin toplam enerjisini de
korumaktadir. Tabi ki, verilen herhangi bir isaret i¢in optimum analiz kesir
derecelerinin bulunmasi1 O6nemli bir problemdir. Elde edilen sonuglarin diger
yontemlerle karsilastirilmasi amaciyla bu isaret cok pencereli siniisoidal evrimsel izge
yontemi ile analiz edilerek izge kestirimi Sekil 3.49°da verilmistir. Goriildiigii gibi bu
durumda her iki bilesen de daha yetersiz ZF ¢oziintirliigii ile temsil edilmistir. Clinkii bu
durumda kullanilan dikdortgen ZF Ornekleme kafesi incelenen isaret i¢in uygun

degildir.

Diger bir yontem olarak ZF analiz literatiiriinde 6nemli bir yer tutan zaman frekans
dagilimlarindan Wigner-Ville Dagilimi ele almmistir. iki bilesenli x(n) isaretinin
Wigner-Ville Dagilimi Sekil-3.50’de gosterilmistir. Bu dagilim her iki bileseni yiiksek
coziintirliik ile gostermekte olup, negatif degerler almasi ve bilesenler arasindaki ¢capraz

terimler nedeni ile enerji dagilimi olarak yorumlanmasi oldukga giictiir.
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=t Ll

F-rliare [rad]

Sekil 3.47 a=n/4, L=4, K=128, [=4 ile analiz edilmis, EI kestirimi

a 2E? ke Dater

—adogn 1|

Sekil 3.48 a=31/4, L=4, K=128, [=4 ile analiz edilmis, EI kestirimi
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2 pracceeh gz seea 21

brzkar: R

Sekil 3.49 Cok pencereli siniisoidal El ile analiz edilerek izge kestirimi

Wigner-Ville Dagilirt

Frekans [rad]

Sekil 3.50 Ayni isaretin Wigner-Ville dagilimi
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Ornek 7: Bu 6rnekte ise birgok analiz yontemi i¢in imkansiz derecede zor olan gok
genis bantl, kesisen iki c¢up bilesenden (/4 ve —a=n/4 agili) olusan isaret ele
almmaktadir. Zaman eksenine biri 7/4 digeri ise a=-n/4 radyan ac1 yapan iki ¢irpin
birlesimden olusan bir isareti gz Oniine alalim. Kesirli Evrimsel Izge yontemi ile bu
isaret, iki ayr1 kesir derecesinde analize tabi tutulmustur. Sekil 3.51°de a=n/4, L=2,
K=128, I=3 kullanilarak yapilan kesirli Evrimsel Izge kestirimi, ZF diizleminde analiz
yonteminin yaptigi donme etkisi yok edildikden sonra verilmektedir. Ayrica isaretin

El’si a=-7/4 ile de hesaplanmis ve Sekil3.52°de gosterilmistir.

Elde edilen sonuglarin mevcut bir yontemle karsilastirilmasi amaciyla bu isaret ¢ok
pencereli sinlisoidal evrimsel izge yontemi ile analiz edilerek izge kestirimi Sekil
3.53’de verilmistir. Gortldigii gibi bu durumda her iki bilesen de daha yetersiz ZF

cOziinlirliigii ile temsil edilmistir.

o= w4 icin kesirl EL

Zatan [n]

Frekans [rad]

Sekil 3.51 a=7/4, L=2, K=128, I=3 i¢in kesirli EI kestirimi
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= —m o e s 2L

Froksaz [iixd]

Sekil 3.52 o=-7/4 ile de hesaplanmus EI

Gabor katsaylanmm genlik karest
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05

Frekans [rad]

Sekil 3.53 Isaretin Gabor katsayilarinin genlik karesi
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Ornek 8: Bu 6rnekte Sekil 3.54'de goriilen, 8 kHz ile rneklenmis, 0.75 s uzunlugunda
bir kus sesi ele alinmaktadir. Bu isaretin Sekil 3.55'de verilen 125 ms'lik kismi ele
alinmakta ve evrimsel izge analizi uygulanmaktadir. Oncelikle, siniisoidal Gabor
analizine dayanan evrimsel izge elde edilmis ve Sekil 3.56'da verilmistir. Goriildigi
gibi, kus sesinin dogrusal frekans degisimi elde edilmis, ancak yiiksek bir zaman
frekans yerellesmesi saglanamamistir. Daha sonra ayni isarete, a=n/6 kesir derecesi ile
Kesirli Evrimsel Izge analizi uygulanmis ve sonug¢ Sekil 3.57'de kesirli diizlemde ve
Sekil 3.58'de dondiirme etkisi kompanze edildikten sonra zaman frekans diizleminde
gosterilmistir.

Sonug olarak kesirli evrimsel izge analizi ile, ayn1 isaret cok daha iyi bir zaman frekans
cOziinlirliigii ile elde edilebilmistir. Ancak bu kus sesinin zaman frekans davranisi
hakkinda hi¢bir 6n bilgi olmadan, a=nr/6 kesir derecesinin tahmin edilmesi miimkiin
degildir. Dolayis1 ile en uygun kesir derecesinin elde edilmesi, yliksek zaman frekans
¢cOziinilirliigiine sahip izgeler elde edebilmek i¢in en 6nemli parametre olmaktadir.

Bir sonraki boliimde, 6zellikle cok bilesenli isaretlerin analizinde, en uygun kesir
derecesinin elde edilmesi i¢in sinyal uyumlu bir en iyilestirme algoritmasi
sunulmaktadir.

750ms lik kus sesi
T

3000

Genlik

-3000 I 1 I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Zaman [s]

Sekil 3.54 600ms’lik kus sesi
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Incelenen Tek Cik Sesi
3000 T

T T T

Genlik

-3000

| | ! | | ! ! | !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Zaman [s]

Sekil 3.55 125ms’lik kus sesi

125 ms. Kus Sesinin Sinusoidal Ewimsel Izgesi
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0.08

0.06

Zaman [s]
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500 1000 1500 2000 2500 3000
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Frekans [Hz]

Sekil 3.56 125ms’lik igaretin klasik gabor ile elde edilen Evrimsel izgesi
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125 ms. Kus Sesinin Kesirli Ewimsel Izgesi

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04 “

0.02

Kesirli Zaman [v]

I ety

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Kesirli Frekans [u]

Sekil 3.57 125ms’lik kus sesinin Kesirli Fourier o=n/6 ile yapilmis Evrimsel izgesi

125 ms. Kus Sesinin Ewimsel Izgesi
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0.1

0.08
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0.04 N

AN

Zaman [s]

0.02

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Frekans [Hz]

Sekil 3.58 125ms’lik kus sesinin dondiirme etkisi yok edildikden sonraki Evrimsel izgesi
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3.4.3. En Uygun Kesir Derecesinin Bulunmas icin En Iyilestirme Yontemi

Benzetim sonuglarindan goriildiigii gibi, verilen herhangi bir ¢ok bilesenli isaretin tiim
bilesenlerinin yiiksek bir ¢oziiniirliik ile gosterilebilmesi i¢in en uygun analiz kesir
derecesinin sec¢ilmesi gerekmektedir. Ayrica isaret bilesenlerinin zaman frekans
diizlemindeki destegi ve davranisina gore uygun kesir derecesi degismektedir. Dolayis1
ile bu boliimde, verilen bir isaretin tiim bilesenlerinin yiiksek ¢oziiniirlik ile zaman
frekans diizleminde gosterimini elde edebilmek i¢in, en uygun kesir derecelerinin bir en

tyilestirme yontemi ile elde edilmesi sunulmaktadir.

Kullanilan en iyilestirme kriteri, yerel zaman frekans bdlgeleri i¢inde isaretin enerji
yerellesmesinin en bliyiik yapilmasidir. Buna gore, isaretin cok ¢esitli kesir dereceleri
ve pencere Olcekleri ile analiz edilmesinden sonra, enerji yerellesme Olgiitiinii en biiyiik
yapan Gabor katsayilarmi segerek optimum bir ¢dziiniirliik elde edebiliriz. En yiiksek
zaman frekans ¢Oziinilirliigi arzu edilen bir 6zelliktir, ¢iinkli enerjiyi yerel olarak en
biiyiiltmek, izgeyi olusturan frekans bilesenlerinin bir birlerini daha az girisim yapmasi

demektir.

Tek bilesenden olusan isaretler i¢in bir¢ok zaman frekans yerellesme Olciitii vardir
[39,96,97]. Bununla beraber, bizim birden fazla bilesenden olusan isaretler i¢in bir
derigim ol¢iitii bulmamiz gerekmektedir ki, i¢inde tek bir bilegsen bulunabilecek kadar
kiiciik zaman frekans bdlgeleri icinde en yiiksek yerellesmeyi saglayalim. Jones ve
Parks [96] kisa zamanli Fourier doniisiimiinde, izge ¢Oziiniirliigiinii en yiiksek yapan
Gauss penceresi parametresini bulmak i¢in bir yerellesme 6l¢iitii kullanmiglardir. Enerji
yerellesme Ol¢iitii [96] de verilmistir ve izgenin Ly normunun, L, normunun karesine
oranidir. Bu olgiit istatistikte kullanilan “kurtosis” ve diger keskinlik, yogunluk gibi

derisim Ol¢iitlerine benzerdir [96].

Burada sunulacak yontem, kiiclik zaman frekans bolgelerinde isaretin her bir bileseninin
en yiiksek yerellesmeye sahip oldugu kesir derecesini verecektir. Isaretin yiiksek
cOziinlirliikli Evrimsel izgesini ve zaman frekans gosterimini elde etmek icin bu
yontem, kesirli Gabor katsayilarma uygulanmaktadir. Amag, SxQ boyutlu zaman

frekans bolgeleri i¢inde Olciitli en biiylitecek kesri derecesi ve Olgek parametresini tespit
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etmekdir. Bu yiizden I 6lcek ile ve P kesir derecesi ile elde edilen kesirli Gabor

katsayilar1 i¢cin asagidaki 6l¢iit uygulanacaktir:

S/2-1 Q/2-1

z z ‘Fip(s—mL,q ~k)a;” )

_ s==§/2q=-0/2
E, ,(m,k)=
2 a,
I, (s—mL,q-k)q,

s=—=8/2 q=-0/2

i,m,k

{2i 0<i<I-1} adet pencere dlgegi ve {a, 0<p<P-1} kesir derecesi i¢in Gabor
katsayilar1 hesaplanir. Yukaridaki ifadede I'(.) zaman frekans yerellestirme penceresi
Gabor katsayilari af,fq,k ‘nin hesaplanmasmda kullanilan analiz penceresi olan y(.)’in

spektrogramidir. Zaman adimu S ve frekans adimi Q, I'(.) ‘in zaman frekans desteginden
tespit edilir. Bu iki boyutlu pencere, merkezi olan (n,k) noktasinda en genistir ve her
yonde diizgiin olarak azalr. Bu da, yerellesme Olgiitiine sadece komsu Gabor

katsayilarmin etki ettigini gosterir.

Bu en iyilestirme yontemi, ¢ok sayida dlgcek ve kesir derecesi ile elde edilen sonuglar
arasindan aramaya dayanmakta olup biiyiik bir hesaplama yiikii getirmektedir. Fakat
isaret hakkinda hi¢cbir 6n bilgiye sahip olmadigimiz durumlarda uygulanmasi miimkiin

olmaktadir.

Ornek 9: Bu ornekte kesisen iki cirp isaretinin birlesiminden olusan isaretin dnce
siniisoidal Evrimsel izgesi elde edilmis Sekil 3.59 ve Sekil 3.60°da verilmistir. Daha
sonra bu isaret 20 farkli kesir derecesi ile analiz edilmis ve sonuglar, enerji yerellesme
olciitii en iyilestirilerek birlestirilmis, optimum kesirli Evrimsel Izge elde edilmistir.

Sekil 3.61 optimum Evrimsel Izgeyi gdstermektedir.
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Kesisen Cirp Isaretinin Sinusoidal Evrimsel zgesi
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Sekil 3.59 Kesisen iki ¢irp isaretinin Siniisoidal EI’si
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Sekil 3.60 Kesisen iki ¢irp isaretinin Siniisoidal EI’si
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Kesisen Cirp Isaretinin Bidesik Kesirli Evrirnsel |zgesi

Zaman [n]
Frekans [rad]

Sekil 3.61 Isarein optimum Evrimsel izgesi

Ornek 10: Bu 6rnekte siniisoidal FM ile 7/2 frekansh bir siniisoidalin birlesiminden
olusan isaretin dncelikle siniisoidal Evrimsel izgesi elde edilmis ve Sekil 3.62 ve Sekil
3.63’de verilmistir. Daha sonra ayni isaret a=n/36 rad. araliklar ile analiz edilerek,
yerel enerji yogunlasma Ol¢iitii en iyilestirilerek analiz sonuglar1 birlestirilmis ve Sekil

3.64'de goriilen optimum kesirli Evrimsel 1zge elde edilmistir.
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Cok Bilesenli Bir Isaretin Sinusoidal Evrimsel lzgesi

Zaman [n]
Frekans [rad]

Sekil 3.62 Bir siniisoidal FM ile wy=7/2 frekansl bir siniisoidalin EI’si

Zaman [n]

Cok Bilesenli Bir Isaretin Sinusoidal Eviimsel |zgesi

120
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BO -

40 -

1b
Frekans [rad]

Sekil 3.63 Bir siniisoidal FM ile wy=7/2 frekansli bir siniisoidalin EI’si
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Cok Bilesenli Bir Isaretin Optimurn Kesidi Evrimsel lzgesi

Zarnan [r] ‘a5

Frekans [rad]

Sekil 3.64 incelenen isaretin optimum Evrimsel Izge’si

Ornek 11: Bu 6rnekte ise siniisoidal FM ile dogrusal bir ¢irpin birlesimi olan isaret ele
alimmaktadir. Bu isaretin siniisoidal Evrimsel izgesi hesaplanmis ve Sekil 3.65 ve Sekil
3.66°da verilmistir. Daha sonra isaret [ 0-nt ] arasinda 36 farkl kesir derecesi ile analiz
edildikten sonra enerji yerellesme algoritmasi ile secilen kisimlarin birlesiminden

olusan optimum kesirli Evrimsel Izge elde edilmis ve Sekil 3.67 de verilmistir.
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Cok Bilesenli Bir Isaretin Optimum Kesirli Eviimsel lzgesi

Zeman [n]

Frekans [rad]

Sekil 3.67 incelenen isaretin optimum Evrimsel Izge’si

Ornek 12: Bu 6rnekte ise iki adet karesel ¢irp isaretinin birlesiminden olusan isaretin
once siniisoidal Evrimsel Izgesi elde edilmis ve Sekil 3.68 ve Sekil 3.69°da verilmistir.
Daha sonra ayni isaret yine 36 kesir derecesi ile analiz edilerek, lokal enerji
yerellestirme Olgiitii en iyilestirilerek analiz sonuglar1 birlestirilmis ve optimum kesirli

Evrimsel izge elde edilmistir. Sekil 3.70 optimum evrimsel izgeyi gdstermektedir.
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Karesel Cirp Isaretlerinin Sinusoidal Ewimsel lzgesi
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Sekil 3.68 Incelenen isaretin siniisoidal Evrimsel Izge’si

Karesel Cirp Isaretlerinin Sinusoidal Evrimsel lzgesi

Zarnan [n]

Frekans [Hz]

Sekil 3.69 Iki karesel ¢irpin birlesiminden olusan isaretin siniisoidal Evrimsel izge’si
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Karesel Cirp |saretlerinin Optimum Kesidl Evimsel [2gesi

Zaman [n]
Frekans [rad]

Sekil 3.70 ki karesel ¢irpin birlesiminden olusan isaretin optimum Evrimsel Izge’si

Ornek 13: Bu ornekte yine 8 kHz. ile drneklenmis, 1.375 s uzunlugunda ve Sekil
3.71'de goriilen insan sesi 0rnegi analiz edilmektedir (pizzeria kelimesi). Sekil 3.72'de
bu ses isaretinin sinlisoidal evrimsel izgesi, ve Sekil 3.73'de Spektrogrami
verilmektedir. Goriildiigii gibi bu yontemler kullanilarak isaret bilesenleri, yiiksek
zaman frekans ¢oziiniirliigi ile elde edilememistir. Daha sonra bu ses isareti, kesirli
Gabor analizi ile a=n/2, © /4 ve - /4 kesir dereceleri ile incelenmis ve en uygun
katsayilar birlestirilerek evrimsel izge Sekil 3.74'de goriildigi gibi yiiksek bir

cOziintirliik ile elde edilmistir.
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Sekil 3.72 Bu ses isaretinin siniisoidal Evrimsel izgesi
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Frekans [Hz]

1.375 s. uzunlugunda insan sesinin Spektrograml

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

L TR "“h..gl: "
M« i

Zaman [s]

|I|. ||I |II!| | | I|"||||J||

Sekil 3.73 Ayni ses isaretinin Spektrogrami
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Sekil 3.74 Bu ses isaretinin optimum kesirli evrimsel izgesi
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Ornek 14: Bu 6rnekte 32 bitlik bir veri, her bit 8 bitlik sozde rasgele dizi ile yayilarak
yayilt izge iletisimi yapilmaktadir. Daha sonra bu isarete kanal giiriiltiisiinii modellemek
iizere toplamsal Gauss beyaz giiriiltiisii (isaret giriiltii orani, SNR=4dB) (isaretin
evrimsel izgesi Sekil 3.75) ve bozucu giris olarak ¢cirp bozucu (isaret bozucu orani,
SJIR=0db) eklenmistir (Sekil 3.76). Alicida mesaj bitleri 16 bit hatali olarak elde
edilmistir (%350 hata). o=n/4 i¢in Kesirli Gabor analizi ile analiz edilen isaretten bozucu
giris (Sekil 3.77), maskelenerek alimmigstir (Sekil 3.78). Boylece alicida mesaj bitleri
sadece dort bit hatali olarak elde edilmistir (%25 hata).

Gurdltald isaretin ewimsel izgesi Sg(n,w): 4 dB SNR

Zaman [n]

1.5
Frekans [rad]

Sekil 3.75 Giiriiltiili isaretin evrimsel izgesi
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Jammer eklenmis isaretin ewimsel izgesi SEl(n,w): 0dB SJR

250 =/~

d

/

=

[

200

150

Zaman [n]

100

50

fans}
>
,/7
0.5 1 1.5 2 2.5 3
Frekans [rad]

Sekil 3.76 Jammer eklenmis isaretin klasik evrimsel izgesi SJR=0db

Jammer eklenmis isaretin kesirli ewimsel izgesi SE(n,w): 0dB SJR

250 i

v
200 O

7 0 D W}&\%\

100} jk B

v N (D 0

<]
[

Zaman [n]

50

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Frekans [rad]

Sekil 3.77 Jammer eklenmis isaretin o=mn/4 i¢in Kesirli Evrimsel izgesi
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Sekil 3.78 Jammer’1 kesildikden sonraki kesirli evrimsel izge
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IV. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu c¢alismada Gabor isaret gdsterimi, sinusoidal ¢ekirdek kullanan klasik acilimdan,
kesirli taban fonksiyonlar1 kullanan genel bir agilima genisletilmistir. Oncelikle siirekli
zamanl isaretler i¢in Kesirli Gabor Agilimi tanimlanmistir. Bu acilimm gegerli
olabilmesi i¢in, analiz ve sentez taban kiimelerine ait tamlik ve diklik kosullar1 elde

edilmisitir.

Daha sonra, sayisal isaretlerin islenmesinde kullanilabilecek ayrik zamanh Kesirli bir
Gabor ag¢ilimi siirekli zamandaki tanimdan 6rnekleme kullanilarak elde edilmistir. Bu
aciimin tamhik ve diklik kosullarmin elde edilmesiyle, Kesirli Gabor a¢ilimi ayrik

zamanl isaretlerin analizinde bilgisayar ortaminda hesaplanabilir hale gelmistir.

Literatiirde daha 6nceki ¢alismalarda oldugu gibi Zaman Frekans isaret analizinde temel
hedef elde edilecek izgenin yiiksek zaman frekans ¢oziiniirliigline sahip olmasidir.
Dolayist ile kesirli Gabor agilimindan elde edilecek Gabor izgesinin zaman frekans

yerellestirilmesini iyilestirmek i¢in, bir ana pencerenin zamanda dl¢eklenerek ve kesirli

cekirdek ile module edilerek tiretilmis {ﬁi,m, ko (n)} taban fonksiyonlar1 ile, Cok Pencereli

kesirli Gabor A¢ilim1 tanimlanmuistir.

Gabor isaret gosterimi, isaretleri Zaman frekans bolgesinde gdstermek icin yayginca

kullanilan bir yontemdir. Ancak |am,k ’ , katsayilarmin genlik karesi, 6teleme indeksleri

bolgesinde olup Zaman Frekans bolgesini tam olarak yansitmamaktadir. Bu nedenle tez
calismasinin sonunda duragan olmayan isaretlerin zamanla degisen izge kestirimi i¢in
Evrimsel Izge kestirimi verilmistir. Bu izge gdsterimi ile, kesirli Gabor agilimmin

katsayilar1 arasmda bir iliski kurularak, Evrimsel izge cekirdegi elde edilmistir.
Evrimsel izge bu zamanla degisen {X * (n,a))} cekirdeginin genlik karesi olarak
verilmektedir. Boylece isaret i¢in, hem bir Zaman Frekans gosterimi, hem de bir Zaman

X% (n, )

Frekans izgesi ayn1 anda elde edilmektedir. evrimsel izgesinin, Zaman



147

Frekans gii¢ izgesi olarak yorumlanabilecegi, siirekli pozitif olmasi, enerjinin korunumu
ve kenar yogunluklarma yaklasilmasi ile miimkiin olabilmektedir. Bir ¢ok zaman
frekans analiz yontemi negative degerler almasi ve 0z bilesenleri arasinda gapraz
terimler icermesi nedeniyle zaman frekans izgesi olarak yorumlanamamaktadir. Ornegin
bir ¢ok Cohen sinifi zaman frekans dagilimi bu probleme sahiptir. Onerilen ¢ok
pencereli kesirli Evrimsel izge yOontemi ile pozitif ve yiiksek ¢oziiniirliige sahip bir

zaman frekans izgesi elde edilebilmektedir.

Ancak uygulama sonuglar1 gostermistirki, analizde kullanilan {a} kesir derecesi
dolayist ile kullanilan Zaman Frekans ornekleme kafesi herhangi bir sinyal bileseninin
zaman frekans davramigina uyum gosterdiginde, o bilesenin izgesi daha yiiksek
coziiniirliikk ile elde edilebilmektedir. Yani analiz sonucunda elde edilen izge tamamen
{a} kesir derecesine baghdir. Uygun {a} degerinin se¢ilmesi istenen sonucun elde
edilmesi i¢in gerekli olmaktadir. Fakat isaret hakkinda hi¢ bir 6n bilgiye sahip olmadan,
uygun {a} degeri kestirimi miimkiin degildir. Bu problemin ¢6ziimii olarak verilen bir
isaret Once klasik Gabor acilimi ile analiz edilerek bilesenler tesbit edilebilir. Daha
sonra elde edilen {a} degerleri kullanilarak kesirli analiz yapilabilir. Bu tezde ayrica
cok bilesenli isaretler icin en uygun « degerlerininin segilebilmesi konusunda, bir
arama yontemi Onerilmistir. Buna gore isaret ¢cok sayida {a;, o, ..., a,} degeri ile analiz
edilerek bunlar i¢cinden kiigiik zaman frekans bdlgeleri i¢cin en uygun o degeri bir
optimizasyon kriterinin en iyilestirilmesi ile secilmektedir. Boylece verilen herhangi bir
cok bilesenli isaretin tiim bilesenleri, yiiksek zaman frekans ¢Oziiniirligii ile temsil

edilebilmekte ve zamanla degisen gii¢ izgesi elde edilebilmektedir.
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